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Uppgift 1

a) Notera att
dM(q, t)

dt
=

∂M

∂q
q̇ +

∂M

∂t

Derivatorna av L′ ges av

∂L′

∂q̇
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∂q̇
+
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)
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∂L′

∂q
=

∂L

∂q
+

∂

∂q

dM

dt
=

∂L

∂q
+

∂

∂q

(
∂M

∂q
q̇ +

∂M

∂t

)
=

∂L

∂q
+
∂2M

∂q2
q̇ +

∂2M

∂q∂t

Om vi kan visa att Lagranges ekvationer är uppfyllda för L′ ocks̊a s̊a är vi klara. Sätt in
uttrycken ovan i Lagranges ekvationer för L′

d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
− ∂L′

∂q
=

d

dt

(
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∂q̇

)
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(
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)
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∂q∂t

=
[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
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∂q

]
+ q̇

∂

∂q
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∂q
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∂
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∂q
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(
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)
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∂q

dvs om den urspungliga Lagrangefunktionen L uppfyller Lagranges ekvationer s̊a gör L′ det
ocks̊a. Rörelseekvationerna är därför invarianta under transformationen L→ L′.

b) För L′ = αL f̊ar vi

∂L′

∂q̇
= α

∂L

∂q̇

∂L′

∂q
= α

∂L

∂q

Sätt in i Lagranges ekvationer för L′,

d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
− ∂L′

∂q
= α

[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

]
Om α �= 0 kan vi dividera med α och vi ser d̊a att om L uppfyller Lagranges ekvationer s̊a
gör L′ det ocks̊a.
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Uppgift 2

Med den generaliserade potentialen U(
q, 
̇q, t) ges Lagrangianen av

L(
q, 
̇q, t) =
1
2
m
̇q

2 − eΦ(
q, t) +
e

c

̇q · 
A(
q, t)

Derivatorna av L map q̇i och qi ges av

∂L

∂q̇i
= mq̇i +

e

c
Ai(
q, t)

∂L

∂qi
= −e∂Φ

∂qi
+
∑

j

e

c
q̇j
∂Aj

∂qi

Lagranges ekvationer ger nu

0 =
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= mq̈i +

e

c

∑
j

∂Ai

∂qj
q̇j +

e

c

∂Ai

∂t
+ e

∂Φ
∂qi

− e

c

∑
j

q̇j
∂Aj

∂qi
,

vilket kan skrivas

mq̈i = e

[
−∂Φ
∂qi

− 1
c

∂Ai

∂t

]
︸ ︷︷ ︸

Ei

+
e

c

∑
j

[
q̇j
∂Aj

∂qi
− q̇j

∂Ai

∂qj

]
(1)

Det återst̊ar nu att visa att summan över j är lika med i-komponenten av 
̇q × 
B. Det görs enklast
med s k ε-algebra. Med Einsteins summakonvention (lika index summeras över) har vi

(
̇q × 
B)i = εijk q̇jBk = εijk q̇j(εklm
∂

∂ql
Am) = εijkεklm︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

q̇j
∂Am

∂ql

= δilδjm q̇j
∂Am

∂ql
− δimδjl q̇j

∂Am

∂ql
= q̇j

∂Aj

∂qi
− q̇j

∂Ai

∂qj
,

vilket är precis lika med summan över j i Ekv. (1). Vi kan nu allts̊a skriva Ekv. (1) som

mq̈i = eEi +
e

c
(
̇q × 
B)i

vilket är precis vad vi skulle visa.
Notera att den kanoniska rörelsemängden ges av

pi =
∂L

∂q̇i
= mq̇i +

e

c
Ai(
q, t)

vilket ej är lika med den kinetiska rörelsemängden, mq̇i.

Uppgift 3
Se Scheck, avsnitt 2.23, samt föreläsningsanteckningarna.

Uppgift 4
Vi har en frihetsgrad och kan välja förlängningen x av fjädern AB jämfört med dess naturliga längd
som v̊ar generaliserade koordinat.
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a) Vid jämvikt, x = x0, gäller att kraften p̊a massan m fr̊an gravitationen och fjädern tar ut
varandra, dvs att

mg = kx0 ⇒ x0 =
mg

k

b) Den potentiella energin kan skrivas som

V (x) = −mgx+
1
2
kx2

Den kinetiska energin ges dels av rörelsen hos massan m och rotationen hos cylindern. No-
tera att vridningsvinkeln för cylindern ges av x/R och vinkelfrekvensen är därför ω = ẋ/R.
Tröghetsmomentet med avseende p̊a cylinderns symmetriaxel ges av I = MR2/2 och den
kinetiska energin ges därför av

T =
1
2
mẋ2 +

1
2

(
ẋ

R

)2
MR2

2
=
(
M

4
+
m

2

)
ẋ2.

Lagrangianen ges nu av

L =
(
M

4
+
m

2

)
ẋ2 +mgx− 1

2
kx2

Derivatorna map ẋ och x ges av

∂L

∂ẋ
=

(
M

2
+m

)
ẋ

∂L

∂x
= mg − kx

Lagranges ekvationer ger nu (
M

2
+m

)
ẍ+ kx = mg

Den homogena ekvationen har lösningen

xh = A cos

(√
k

M/2 +m
t+ β

)

och partikulärlösningen ges av
xp =

mg

k
.

Vi har s̊aledes den allmänna lösningen

x = A cos

(√
k

M/2 +m
t+ β

)
+
mg

k
.

Vårt begynnelsevillkor ẋ(0) = 0 ger β = 0 och x(0) = 0 ger A = −mg
k . Lösningen med v̊ara

begynnelsevillkor lyder s̊aledes

x(t) =
mg

k

[
1− cos

(√
k

M/2 +m
t

)]

dvs vi har svängningar runt v̊art jämviktsläge x0 med amplituden mg
k .
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Uppgift 5

a) Se Scheck, avsnitt 2.35, samt föreläsningsanteckningarna.

b) Vi har Hamiltonfunktionen

H =
p2

2m
+

1
2
kq2

Vi har inget explicit tidsberoende och kan s̊aledes välja att lösa Hamilton-Jacobis karateris-
tiska ekvation,

H

(
q,
∂S

∂q

)
= E,

vilken för v̊ar Hamiltonfunktion blir

1
2m

(
∂S

∂q

)2

+
1
2
kq2 = E

⇒ ∂S

∂q
=
√

2mE −mkq2

⇒ S =
∫ √

2mE −mkq2dq

Vi kan nu antingen l̊ata S∗ = S−Et eller S generera den kanoniska transformationen. Vilket
vi väljer är egalt och vi väljer här det senare.

Vi har en frihet att välja v̊ar nya rörelsemängd P och väljer här P = α = E.

⇒ S =
∫ √

2mP −mkq2dq

Variabelsambanden för transformationen lyder nu


p = ∂S
∂q

=
√

2mP −mkq2

Q = ∂S
∂P =

∫
m√

2mP−mkq2
dq =

√
m
k arcsin

(√
k

2P q

)
Löser vi ut q och p ur dessa ekvationer f̊ar vi


q =

√
2P
k sin

(√
k
mQ

)
p =

√
2mP cos

(√
k
mQ

)

Hamiltons ekvationer ger nu för Q och P med H̃ = E = P ,{
Ṗ = −∂H̃

∂Q = 0

Q̇ = ∂H̃
∂P = 1

⇒
{

P = α
Q = t+ β

vilket ger lösningen till rörelseekvationerna


q(t) =
√

2P
k

sin
(√

k
m
t+ θ0

)
p(t) =

√
2mP cos

(√
k
m t+ θ0

) med θ0 =

√
k

m
β
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