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Uppgift 1

Problemet har en frihetsgrad och vi kan t.ex. välja avst̊andet r fr̊an O som v̊ar generaliserade
koordinat. Den kinetiska energin ges d̊a av

T =
1

2
m
(

r2ω2
0 + ṙ2

)

vilket ger Lagrangianen

L = T − V =
1

2
m
(

r2ω2
0 + ṙ2

)

eftersom vi inte har n̊agon potentiell energi. De partiella derviatorna av L ges av

{

∂L
∂r

= mrω2
0

∂L
∂ṙ

= mṙ

Insatt i Lagranges ekvationer ger detta

mr̈ = mrω2
0 ⇒ r̈ − ω2

0r = 0 (1)

Denna löses med ansatsen
r(t) = Aeωt (2)

där A och ω är konstanter. Insatt i ekv. (1) f̊ar vi

Aω2eωt − ω2
0Aeωt = 0 ⇒ ω2 = ω2

0 ⇒ ω = ±ω0

V̊ar allmänna lösning är d̊a en superposition av dessa lösningen (och ingen partikulärlösning d̊a
ekv. (1) är homogen). Den allmänna lösningen är s̊aledes

r(t) = A1e
ω0t + A2e

−ω0t

Begynnelsevillkoret r(0) = a ger att
A1 + A2 = a

Begynnelsevillkoret ṙ(0) = 0 ger

A1ω0 − A2ω0 = 0 ⇒ A1 = A2
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vilket tillsammans ger

A1 =
a

2
; A2 =

a

2

vilket ger oss lösningen

r(t) =
a

2

(

eω0t + e−ω0t
)

Uppgift 2

a) Den kinetiska energin best̊ar av dels en translationsenergi för mass-
centrum och dels en rotationsenergi för rotationen kring masscentrum,

T =
1

2
m

[

(

l

2
θ̇

)2

+

(

l

2
sin θϕ̇

)2
]

+
1

2
ω · I · ω

L̊at oss beräkna den sista termen, rotationsenergin i ett kroppsfixt
system K ′ med origo i masscentrum enligt figur. Tröghetstensorn i
detta system ges av

I =





1
12ml2 0 0

0 1
12ml2 0

0 0 0





θ

O

K´

x'

z'

y'

S

Vi behöver ocks̊a vinkelhastighetsvektorn ω uttryckt i K̄-systemet. Denna f̊ar bidrag fr̊an tv̊a
h̊all, dels rotationen kring vertikalaxeln och dels θ-rotationen,

ω = ϕ̇ (sin θx̂′ + cos θẑ′) − θ̇ŷ′

Rotationsenergin för rotationen kring masscentrum är s̊aledes

Trot =
1

2
ω · I · ω =

1

2

1

12
ml2

(

ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2
)

=
1

24
ml2

(

ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2
)

Den totala kinetiska energin blir d̊a

T =
1

8
ml2θ̇2 +

1

8
ml2 sin2 θϕ̇2 +

1

24
ml2

(

ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2
)

=
1

6
ml2

(

ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2
)

b) För att ta fram rörelsen kan vi använda oss av Lagranges ekvationer. Lagrangefunktionen ges
av

L = T − U =
1

6
ml2

(

ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2
)

+
1

2
mgl cos θ

De partiella derivatorna av L ges av
{

∂L
∂θ

= 1
3ml2 sin θ cos θϕ̇2 − 1

2mgl sin θ

∂L

∂θ̇
= 1

3ml2θ̇
;

{

∂L
∂ϕ

= 0

∂L
∂ϕ̇

= 1
3ml2 sin2 θϕ̇

Insatt i Lagranges ekvationer, d
dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0, ger detta oss rörelseekvationerna,

{

1
3ml2θ̈ − 1

3ml2 sin θ cos θϕ̇2 + 1
2mgl sin θ = 0

d
dt

(

1
3ml2 sin2 θϕ̇

)

= 0
(3)
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Den andra av dessa ekvationer kan vi integrera p̊a en g̊ang och vi f̊ar d̊a

sin2 θϕ̇ = A = konst. ⇒ ϕ̇ =
A

sin2 θ

Konstanten A kan vi bestämma fr̊an begynnelsevillkoren ϕ̇(0) = ω0 och θ(0) = π/2, vilket
ger A = ω0. Det efterfr̊agade sambandet ϕ̇ som funktion av θ är s̊aledes

ϕ̇ =
ω0

sin2 θ
(4)

Vi är ocks̊a intresserade av vändläget för θ-rörelsen och kan antingen utg̊a fr̊an energins
bevarande eller den första av rörelseekvationerna, Ekv. (3). L̊at oss utg̊a fr̊an den första
rörelseekvationen. Med Ekv. (4) kan denna skrivas

1

3
ml2θ̈ − 1

3
ml2ω2

0

cos θ

sin3 θ
+

1

2
mgl sin θ = 0

Multiplicera denna ekvation med θ̇ och integrera med avseende p̊a tiden s̊a erh̊aller vi

1

6
ml2θ̇2 +

1

6
ml2ω2

0

1

sin2 θ
− 1

2
mgl cos θ = B = konst.

Integrationskonstanten B kan bestämmas fr̊an begynnelsevillkoren θ(0) = π/2 och θ̇(0) =
0 vilket ger B = 1

6ml2ω2
0 . Vi är nu redo att ta fram vändpunkten för θ-rörelsen och kan

konstatera att vändpunkterna definieras av θ̇ = 0, vilket insatt i ekvationerna ovan ger

1

6
ml2ω2

0

1

sin2 θ
− 1

2
mgl cos θ =

1

6
ml2ω2

0

Denna ekvation kan skrivas om som

ml cos θ
[

lω2
0 cos θ − 3g + 3g cos2 θ

]

= 0

Denna ekvation har tv̊a lösningar, antingen att cos θ = 0, vilket ger den övre vändpunkten
θ = π/2, d.v.s. samma som v̊art begynnelsevillkor. Den andra lösningen erh̊alles d̊a uttrycket
inom hakparenteser är noll, d.v.s. d̊a

cos2 θ +
lω2

0

3g
cos θ − 1 = 0

Denna andragradsekvation i cos θ löses enkelt och vi f̊ar lösningen

cos θ = − lω2
0

6g

+
(−)

√

1 +
l2ω4

0

36g

där endast lösningen med + framför roten är fysikalisk (eftersom cos θ ∈ [−1, 1]).
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Uppgift 3

a) Med laddningsflödena enligt figur blir den kinetiska och potentiella energin

T =
1

2
L
(

q̇2
1 + q̇2

2

)

+
1

2
L′ (q̇1 + q̇2)

2
; U =

1

2

q2
1 + q2

2

C

vilket ger Lagrangefunktionen (här skriven som L för att undvika sammanblandning med
induktansen L)

L = T − U =
1

2
L
(

q̇2
1 + q̇2

2

)

+
1

2
L′ (q̇1 + q̇2)

2 − 1

2C

(

q2
1 + q2

2

)

Derivatorna av Lagrangefunktionen ges av
{

∂L
∂q̇1

= Lq̇1 + L′(q̇1 + q̇2)

∂L
∂q̇2

= Lq̇2 + L′(q̇1 + q̇2)
;

{

∂L
∂q1

= − 1
C

q1

∂L
∂q2

= − 1
C

q2

Detta insatt i Lagranges ekvationer ger oss rörelseekvationerna
{

Lq̈1 + L′(q̈1 + q̈2) + 1
C

q1 = 0

Lq̈2 + L′(q̈1 + q̈2) + 1
C

q2 = 0
⇒

{

(L + L′)q̈1 + L′q̈2 + 1
C

q1 = 0

L′q̈1 + (L + L′)q̈2 + 1
C

q2 = 0
(5)

b) Vi antar att lösningarna kommer att vara oscillerande och ges d̊a p̊a formen
(

q1

q2

)

=

(

a1

a2

)

eiωt

där a1 och a2 är konstanter och ω är v̊ara sökta vinkelfrekvenser. Insatt i Ekv. (5) ger detta
{

−a1(L + L′)ω2 − L′a2ω
2 + 1

C
a1 = 0

−a1L
′ω2 − (L + L′)a2ω

2 + 1
C

a2 = 0

Skrivet p̊a matrisform f̊ar vi
(

(L + L′)ω2 − 1
C

L′ω2

L′ω2 (L + L′)ω2 − 1
C

)(

a1

a2

)

= 0

vilket har en icke-trivial lösning om determinanten för koefficientmatrisen är noll, dvs om

0 =

∣

∣

∣

∣

∣

(L + L′)ω2 − 1
C

L′ω2

L′ω2 (L + L′)ω2 − 1
C

∣

∣

∣

∣

∣

=

[

(L + L′)ω2 − 1

C

]2

− L′2ω4

vilket ger oss

ω2(L + L′) − 1

C
= ±L′ω2 ⇒ ω2 [(L + L′) ∓ L′] =

1

C

vilket ger oss lösningarna

{

ω2 = 1
CL

ω2 = 1
C(2L′+L)

⇒







ω = ±
√

1
CL

ω = ±
√

1
C(2L′+L)

vilket är v̊ara sökta vinkelfrekvenser.
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Uppgift 4

a) Se Goldstein, avsnitt 2.2 eller föreläsningsanteckningarna.

b) Detta löses enkelt med variationskalkyl. Avst̊andet mellan (x0, y0) och (x1, y1) ges av

L =

∫ x1

x0

ds =

∫ x1

x0

√

1 + y′2dx

Vi kan använda oss av Eulers ekvation given i 4a med

f(y, y′, x) =
√

1 + y′2

Insatt i Eulers ekvation ger detta

0 =
d

dx

(

∂f

∂y′

)

− ∂f

∂y
=

d

dx

(

y′

√

1 + y′2

)

− 0 = 0

vilken enkelt integreras till

y′

√

1 + y′2
= A = konst. ⇒ y′ = B = konst.

Integration en g̊ang till ger
y = Bx + C

vilket är den räta linjens ekvation. Konstanterna B och C ges av villkoret att linjen ska g̊a
igenom (x0, y0) och (x1, y1).

Uppgift 5

a) Eftersom vi i b)-uppgiften vill lösa rörelseekvationerna för v̊art nya transformerade system
vill vi helst välja en transformation s̊a att dessa blir s̊a lätta som möjligt att lösa. Vi kan
d̊a använda Hamilton-Jacobis ekvation för att hitta en genererande funktion S(q, P, t) som
genererar den kanoniska transformationen. Eftersom Hamiltonianen inte beror explicit av
tiden kan vi ansätta

S(q, P, t) = W (q, P ) − E(P )t

vilket ger oss Hamilton-Jacobis karakteristiska ekvation

1

2m

(

∂W

∂q

)2

+
1

2
kq2 = E(P )

Vi kan antingen använda oss av S eller W för att generera transformationen. Den enda
skillnaden är att den nya Hamiltonianen K = 0 om S används och K = E(P ) om W används.
Vi kommer här att använda W för att generera transformationen. Välj nu E = P = α där
vi vet att P = α = konstant eftersom den nya Hamiltonianen bara beror av de nya kanniska
rörelsemängderna P (per konstruktion). Vi f̊ar d̊a att W ges av

W (q, P ) = ±
√

mk

∫

√

2P

k
− q2dq
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V̊ara variabelsamband för en kanonisk transformation av typ B ger oss nu

p =
∂W

q
= ±

√
mk

√

2P

k
− q2 (6)

Q =
∂W

P
=

√
mk

2

k

1

2

∫

dq
√

2P
k

− q2
=

√

m

k
arcsin





q
√

2P
k



 (7)

Ur ekv. (7) kan vi lösa ut q som funktion av Q och P , vilket insatt i ekv. (6) ger p som
funktion av Q och P . Vi f̊ar d̊a

q =

√

2P

k
sin(ωQ) (8)

p =
√

2Pm cos(ωQ) (9)

med ω =
√

k
m

.

b) Den genererande funktionen W (q, P ) ger den nya Hamiltonianen

K = H = E(P ) = P = α

Hamiltons ekvationer ger oss nu

Q̇ =
∂K

P
= 1

Ṗ = −∂K

Q
= 0

med lösningen

Q = t + β′ ; β′ = konst.

P = α = konst.

Insatt i ekv. (8)–(9) ger detta oss lösningen

q(t) =

√

2α

k
sin(ωt + β) ; β = ωβ′

p(t) =
√

2αm cos(ωt + β)

där (α, β) f̊ar bestämmas fr̊an begynnelsevillkoren.
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