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Uppgift 1

a) Se Scheck, avsnitt 3.2.

b) Troghetstensorn ges av

~u

:/[f~f—ff] p(&)d3x

dér Z- 2 dr en vanlig skaldrprodukt och #Z dr en dyadprodukt. I ett kartesiskt koordinatsystem
ges komponenterna av

L; = / (226, — 23] p(T)d°x. (1)
Enligt Ekv. (1) har vi
Lo = [@ 4@
< / (2 + 2 +y* + 2*)p(T)d’x
= /(z2 + 23 p(2)dx + /(y2 + 22)p(F)d>x
= Iy + Iza,

dvs, I, < Iy + Iy, vilket dr precis vad som skulle visas.
Likhet giller da

d v s da kroppen saknar utstrickning i z-led, d v s &r en tunn plan skiva i zy-planet.



Uppgift 2
Vi inser att problemet har tva frihetsgrader och vi véljer A
x och y som generaliserade koordinater enligt figur. x &r
massa 1s ldge i forhallande till ursprungslidget. y dr massa
3s ldge i forhallande till den hogra trissan. Detta innebér
att vi kan skriva dndringen av héjden for de tre massorna
som

Z1 = X
2 = y—=x (2)
23 = —y—=x

Detta ger den kinetiska energin

1 2 2 1 2 70
T = 57’)’“731 —+ 57’)12722 —+ imgég Z7
1 1
— §m1:'02 + 5mg(y — &)+ img(fﬁs —9)? 2, ]

1 . 1 .
= §(m1 +my + m3)i? + §(m2 +m3)y? + (mz — ma)iy

+v
N [ms]

Den potentiella energin ges av
U =mi19z1 + magze + m3gzs = (m1 — ma — ms)gx + (ma — m3)gy
vilket ger oss Lagrangianen, L =T — U
. 1 ) ..
L= §(m1 +ma +mz)i? + §(m2 +m3)y? + (m3 —ma)iy — (m1 —ma —mz)gz — (ma —m3)gy (3)

Derivatorna av L ges av

L = —(m1—mg—ma)g ) 5 = (m+ma+ma)i+ (ms—ma)y
T - D% = (mat ma)y+ (g —ma)i

Lagranges ekvationer ger oss da rorelseekvationerna

(m1 4+ mg +m3)E + (mg —mea)j + (M1 —ma —m3)g=0 4)
(ma2 +m3)§ + (m3 — ma)i + (m2 —m3)g =0 (5)

Genom substitution kan vi 16sa ut & ur Ekv. (4) och sétta in i Ekv. (5). Vi erhaller da
[m1(ma + ms) + 4mams)] § + 2my(me — ms3)g =0
Pa samma séitt kan vi 16sa ut § ur Ekv. (4) och sétta in i Ekv. (5) for att erhalla
[m1(mga + ms) + 4mamg] & + [my(ma + mg) — 4dmamslg =0
Bada dessa ekvationer integreras enkelt tva ganger for att ge l6sningen

—4 ¢2
z(t) = _ [ma(ma +m3) m2m3]g—+At+B
ml(mg +m3) +4m2m3 2

2 — t2
y(t) = ——2mlme—ma)g L o, p
mi(ma + ms) + dmams 2




didr A, B, C och D ir konstanter vilka bestiims av begynnelsevillkoren. Insatt i Ekv. (2) ger dessa
ekvationer oss rorelsen for de tre massorna.

Uppgift 3

a) Poissonparentesen mellan tva kanoniska variabler f och g definieras som

f
B of g _ of Odg
o) = Z [api dq;  0q; Op;

Betrakta nu en transformation fran (¢, p) till (Q, P), dér

P; = Pi(gpt)
Denna transformation &r kanonisk om féljande géller

oy - {001

b

b) Vi vet att tidsutvecklingen for en kanonisk variabel f ges av

df _of
N _ H 6
4 )
Lat nu f = q1p2 — gop1 och siitt in detta i Ekv. (6) och kriv att df /dt = 0,
af  of I I 2 2
= —-—- = — H = — _— -_—=
0=== > HH Y ={ap2 — qepr, o - + 5+ argi + axgp} (7)
~—~
0

Notera nu att alla Possionparenteser mellan de kanoniska variablerna &r noll férutom
{pian} =lomi= j

Vi kan vidare utnyttja foljande egenskaper hos Poissonparenteserna for att forenkla vart
uttryck,

{fighy =g{f.hy+{f.9th 5 {fg,h}=flg,h} +{f.h}g 5 {f.9}=—{g [}
Ekv. (7) kan da forenklas till

2
P2 'Y
0 = S{api}+aa{p i3} - o -{e2 03} — aree{pr af}
= o g1 1} Hasg12s {poy o} — 2-2ps {go, pa} —a1902q1 {1, 1}
2m N—_—— N—_—— 2m N—_—— N—_——
—1 1 —1 1
pP1p2 _ pP1p2

5, o +2q192(a2 — a1) = 2q1q2(az — aq)

Vi ser saledes att vi maste kridva att a1 = ao for att ¢g1ps — gop1 ska vara en rorelsekonstant.



Uppgift 4

Den kinetiska energin ges av
1 1 . 1 1
T= §m(lgb)2 + §m12 = 5m(l¢)2 + §ma2
och den potentiella energin ges av
U = —mygl(t) cos .

Lagrangianen ges da av
1, 1
L=T-U-= Qm(lgo) + gma + mgl cos .

Den kanoniska rérelseméngden &ar
oL 12
Do = o=~ =1mU"p
» 850

vilket slutligen ger oss Hamiltonianen

p 1 Py \2 1
H = pyp = —m?z — §m12 (—m}g) — Emoz2 —mlgcosp
1 p} 1,
= ) Fma’ — mgl(t) cosp = H(t) (8)

Vi noterar att Hamiltonianen beror explicit av tiden p.g.a det tidsberoende tvanget (lingden pa
snoret som minskar med tiden).
Energin for systemet ges av

1 P 1
Pe + —ma? — mgl(t) cosa = E(t) 9)

E=T+U=-
Y= gmem e

Notera att energin E # H. Jamfor vi Ekv. (8) och (9) ser vi att
E(t) = H(t) + ma?
Eftersom Hamiltonianen beror explicit av tiden kan den ej vara en rorelsekonstant, vi har att

dH OH OH
@~ or U= £ 0

Av samma anledning &r energin ej heller en rorelsekonstant,

dE  9E

OF
- = 2 e
i at+{H,H+mo¢} at7é0

Sa, vi har sett att Hamiltonianen ej &r lika med den totala energin och vi har ocksa sett att varken
Hamiltonianen eller energin &r rorelsekonstanter. Om vara tvangsvillkor ej beror pa tiden och vi
skriver Lagrangianen pa dess naturliga form L =T — U sa ges Hamiltonianen av H = T + U, men
i detta fall beror tvanget pa tiden och da géller inte detta. Vi utbyter ocksa energi med systemet
genom den externa kraften som drar i snéret och déarfor &r energin ej bevarad.



Uppgift 5

a) Vi infor ett roterande koordinatsystem K dir 2- och y-axlarna ligger i frisbeens plan och z-
axeln ligger langs med symmetriaxeln vinkelratt mot detta plan. Detta &r ett principalsystem
med tréghetsmomenten (se Physics Handbook, eller rékna ut dem)

1 1 1
L = Zmr2 c L=-mr? ; I3= §m7°2

Euler’s dynamiska ekvationer i vart system K lyder

w1+ 13[_112 oz = N
- =I5~ - N
w2 + 111213 wawr = Ny
w3 + 2;1 Lio1ws = N3

I vart fall &r I; = I» och alla vridmoment N; = 0, vilket ger oss

KN Ixa—11 — —

w1 + 311 IWQ(.Ug = 0

(j)g — 131_111 w3wy = 0
w3 = 0

Den sista av dessa ekvationer ger omedelbart att
w3 = Q)| = konst.

Infor nu féljande konstant

Is -1
Qo = »)
0 iR 3
och vi kan skriva de forsta tva av Eulers dynamiska ekvationer som
Lf)l = —Qowo
Wy = Qoin

Losningen till dessa ekvationer &ér l4tt och finna och ges av

w1 = QJ cos(Qot + P)
wy = ) Sin(Qoﬁ + ﬁ)

Vinkelhastighetsvektorn uttryckt i K-systemet ges saledes av
@ = (2L cos(Qot + 3), QL sin(Qot + B), )
Uttryckt i K-systemet ges rorelsemingdsmomentet av
L = I @=Ly, Lasy,l303)
= (IlQJ_ cos(Qot + ), 12 sin(Qot + B), IgQH)

Fran uttrycken fér L och @ dr det uppenbart att symmetriaxeln (3-axeln), L och @ ligger i
samma plan.



b) Eftersom inga externa kraftmoment verkar pa frisbeen, maste L vara bevarad. Eftersom L
roterar kring 3-axeln med vinkelhastigheten 2o i K-systemet, maste 3-axeln rotera med vin-
kelhastigheten Qg kring L i ett icke-roterande system. Den sokta vinkelhastigheten &dr saledes

Is— 1,

I

Qo =

w3

Om wy dr vinkelhastigheten for rotationen kring rotationsaxeln sa ar ws = wy cos « varfor vi

far att
_Izi—5

I

Om vi nu sétter in uttrycken fér Is och I; samt att wg = 27w far vi slutligen den sokta
vinkelhastigheten

Qo

wp COS

Qp = 27v cos «



