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Uppgift 1
Inför ett inertialsystem K och ett kroppsfixt system K̄ enligt figur. Notera först att eftersom konen
rullar utan att glida s̊a är spetsen fix i rummet. Vidare är vid varje given tidpunkt kontaktytan
mellan konen och planet temporärt i vila, vilket innebär att vinkelhastighetsvektorn ω måste vara
riktad längs med denna kontaktlinje. Vi betraktar systemet vid en viss given tidpunkt och orienterar
v̊ara koordinatsystem vid den tidpunkten enligt figur.
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Vi kan skriva den kinetiska energin som

T = TS + Trot

där den första termen kommer fr̊an masscentrums rörelse och den andra termen kommer fr̊an
rotationen runt masscentrum.
TS räknas enklast ut i systemet K, i vilket

ω = ω0x̂

Vidare ges masscentrums läge av (Physics Handbook 1.8)

rS =
3
4
h (x̂ cosα+ ẑ sinα)

Masscentrums hastighet är d̊a

ṙS = ω × rS = −3
4
h sinαω0ŷ
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varför TS ges av

TS =
1
2
m

(
3
4
h sinαω0

)2

=
9
32
mh2 sin2 αω2

0

Trot däremot räknas enklast ut i det kroppsfixa koordinatsystemet K̄. I detta system ges ω av

ω = ω0 (cosαx̂′ − sinαẑ′)

Enligt Physics Handbook 1.8 ges tröghetstensorn i systemet K̄ av

I =
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Den kinetiska energin för rotationen kring masscentrum ges d̊a av

Trot =
1
2
ω · I · ω

=
1
2
ω2

0

(
cosα , 0 , − sinα

)
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 cosα

0
− sinα




=
1
2
mω2

0

[
3
10
r2 cos2 α+

12
80
r2 sin2 α+

3
80
h2 sin2 α

]
Den totala kinetiska energin ges d̊a slutligen av

T = TS + Trot = mω2
0

[
9
32
h2 sin2 α+

3
20
r2 cos2 α+

3
40
r2 sin2 α+

3
160

h2 sin2 α

]

= mω2
0

[
6
20
h2 sin2 α+

3
20
r2 cos2 α+

3
40
r2 sin2 α

]
Detta förenklas enklast genom att uttrycka alla vinklar i r och h enligt{

sin2 α = r2

r2+h2

cos2 α = h2

r2+h2

vilket ger

T =
3mω2

0

40
r2(r2 + 6h2)
r2 + h2

Uppgift 2

a) Den totala energin är bevarad eftersom vi kan skriva krafterna som potentialkrafter där poten-
tialen ej beror av tiden. Ett sätt att se detta explicit p̊a är att betrakta Hamiltonfunktionen

H = T + U =
p2

2m
+ αz2eβ(x2+y2)

Notera att Hamiltonfunktionen är lika med den totala energin. Vi har d̊a att

dE

dt
=
dH

dt
=
∂H

∂t
+ {H,H} = 0

dvs den totala energin är bevarad.
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b) Detta visas enklast med hjälp av Noethers teorem. Lagrangefunktionen kan skrivas

L = T − U =
1
2
mq̇2 − αz2eβ(x2+y2)

Vi ser att denna Lagrangefunktion är invariant under rotationer kring z-axeln, ty rotationer
kring z-axeln bevarar x2 + y2 invariant. En rotation kring z-axeln kan skrivas som

r = (x, y, z) → hs(r) = r′ = (x′, y′, z′) = (x cos s+ y sin s,−x sin s + y cos s, z)
Detta ger att

d

ds
hs

∣∣∣∣
s=0

= (−x sin s+ y cos s,−x cos s − y sin s, 0)|s=0 = (y,−x, 0) = r × ẑ

Notera att ∂L/∂q̇i = mq̇i, vilket insatt i Noethers teorem ger rörelsekonstanten

I = mr · (r × ẑ)

Vektoruttrycket kan med hjälp av en vektoranalysformel skrivas om s̊a att

I = ẑ · (mṙ× r) = −ẑ · L = −Lz.

Rörelsemängdsmomentets z-komponent är med andra ord bevarad.

Uppgift 3

a) Välj partikelns utslag fr̊an lodlinjen, θ, och
cylinderns läge x som generaliserade koordi-
nater. Den kinetiska energin för cylindern ges
av

Tcyl =
1
2
Mẋ2 +

1
2
ωIzω

vilket med

ω =
ẋ

R
; Iz =MR2

ger

Tcyl =
1
2
Mẋ2 +

1
2
Mẋ2 =Mẋ2

θ m x

M

R

Den kinetiska energin för massan m ges av

Tp =
1
2
m(ẋx̂+Rθ̇θ̂)2 =

1
2
m(ẋ2 +R2θ̇2 + 2Rẋθ̇ x̂ · θ̂︸︷︷︸

cos θ

) =
1
2
m(ẋ2 +R2θ̇2 + 2Rẋθ̇ cos θ)

S̊alunda ges den totala kinetiska energin av

T =
1
2
(2M +m)ẋ2 +

1
2
mR2θ̇2 +mRẋθ̇ cos θ.

Den potentiella energin ges av
U = mgR(1− cos θ)
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Vår Lagrangefunktion ges d̊a slutligen av

L = T − U =
1
2
(2M +m)ẋ2 +

1
2
mR2θ̇2 +mRẋθ̇ cos θ −mgR(1− cos θ). (1)

Derivatorna av Lagrangefunktionen ges d̊a av{
∂L
∂x = 0
∂L
∂ẋ = (2M +m)ẋ+mRθ̇ cos θ

;

{
∂L
∂θ = −mRẋθ̇ sin θ −mgR sin θ
∂L
∂θ̇

= mR2θ̇ +mRẋ cos θ

Insatt i Lagranges ekvationer, d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L

∂q = 0, f̊ar vi d̊a rörelseekvationerna

d

dt

[
(2M +m)ẋ+mRθ̇ cos θ

]
= 0 (2)

d

dt

[
mR2θ̇ +mRẋ cos θ

]
+mRẋθ̇ sin θ +mgR sin θ = 0 (3)

b) Ekv. (2) kan integreras p̊a en g̊ang och vi erh̊aller

(2M +m)ẋ+mRθ̇ cos θ = A = konstant

⇒ ẋ =
A−mRθ̇ cos θ

2M +m

Vi kan faktiskt integrera denna ekvation p̊a en g̊ang vilket ger

x =
At −mR sin θ

2M +m
+B ; B = konstant.

Med begynnelsevillkoren x(t = 0) = 0 och θ(t = 0) = π/2 ser vi att C = mR/(2M +m). Med
ẋ(t = 0) = 0 och θ̇(t = 0) = 0 ser vi att A = 0. Vår lösning för de givna begynnelsevillkoren
är s̊aledes

x(θ) =
mR

2M +m
(1− sin θ)

Uppgift 4

a) Betrakta en uppsättning lösningar till v̊ara rörelseekvationer x
˜

= (q
˜

, p
˜

) vid tiden s. Dessa
upptar regionen Us i fasrummet med volymen Vs. Vid tiden t har v̊ara lösningar transforme-
rats till y

˜

som upptar en region Ut i fasrummet med volymen Vt. Liouvilles teorem säger att
Vs = Vt.

x~

y
~Us

Ut

Volym: Vs

Volym: Vt

Liouvilles teorem: Vs = Vt

y = Φt,s (x)~ ~~

tiden s

tiden t
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b) Se föreläsningsanteckningarna eller Scheck, avsnitt 2.29.

Uppgift 5

a) Utg̊a fr̊an v̊ar ansats
Ψ(q, t) = Ae

i
h̄S∗(q,t) ; A = konstant. (4)

Derivatorna av Ψ med avseende p̊a q och t ges av

∂Ψ
∂t

=
i

h̄

∂S∗

∂t
Ae

i
h̄S∗(q,t) =

i

h̄

∂S∗

∂t
Ψ

∂Ψ
∂q

=
i

h̄

∂S∗

∂q
Ae

i
h̄S∗(q,t) =

i

h̄

∂S∗

∂q
Ψ

∂2Ψ
∂q2

=
i

h̄

[
∂2S∗

∂q2
Ψ+

∂S∗

∂q

∂Ψ
∂q

]
=
i

h̄

[
∂2S∗

∂q2
+
i

h̄

(
∂S∗

∂q

)2
]
Ψ

Sätt in dessa derivator i Schrödingerekvationen och vi erh̊aller[[
1
2m

(
∂S∗

∂q

)2

+ U

]
+
∂S∗

∂t

]
Ψ =

ih̄

2m
∂2S∗

∂q2
Ψ. (5)

Ψ kan vi dividera bort och ekv. (5) kan d̊a skrivas[
1
2m

(
∂S∗

∂q

)2

+ U

]
+
∂S∗

∂t
=
ih̄

2m
∂2S∗

∂q2
(6)

Vänsterledet känner vi igen som v̊ar nya Hamiltonfunktion H̃ om vi identifierar S∗(q, t)
med verkansfunktionen. Den nya Hamiltonfunktionen ska ju dock vara noll, men högerledet i
ekv. (6) är skilt fr̊an noll.

b) Högerledet i ekv. (6) kan försummas om

h̄
∂2S∗

∂q2
	

(
∂S∗

∂q

)2

. (7)

Vi skriver nu om detta uttryck s̊a att det blir tydligare när det är uppfyllt. Eftersom p = ∂S∗
∂q

kan vi skriva ekv. (7) som

h̄
∂p

∂q
	 p2

Utnyttja nu att deBroglie-v̊aglängden är given av

λ =
h

p
=

2πh̄
p

vilket ger att villkoret skrivas
(∂p/∂q)
p/λ

	 2π.

Dvs när v̊aglängden är s̊a liten att rörelsemängden ändras försumbart lite över en v̊aglängd, d̊a
kan vi försumma högerledet i ekv. (6) och vi erh̊aller v̊ar klassiska Hamilton-Jacobi-ekvation.

Notera att vi ocks̊a kan erh̊alla den klassiska gränsen, i detta fall Hamilton-Jacobis ekvation,
genom att l̊ata h̄→ 0, dvs genom att försumma kvantiseringen av verkan.

5


