Forelasning 1
Vektorer (Kapitel 2)

*Definition
*Addition
*Subtraktion
*Enhetsvektorer
eSkaldrprodukt
*Vektorprodukt

Kinematik i en dimension ( Kapitel 3)
*Forflyttning
*Hastighet

eAcceleration

En vektor har bade en storlek och en riktning.
Betecknas A och ritas som en pil.

Storleken av en vektor skrivs som A eller IAl.

Hastighet, acceleration och kraft dr exempel pa vektorer.
En skalir har en storlek men inte en riktning.

Massa och temperatur dr skalérer.
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Multiplikation av tal/skalir med vektor

Vid multiplikation av ett positivt tal (ej 1) med en vektor dndras vektorns

storlek men inte dess riktning.

s

Vid multiplikation av ett negativt tal med en vektor, andras bade vektorns
storlek och riktning.

V 2A

Vektoraddition

Summan av tva vektorer A och B kan illustreras s hir:

B

Vi adderar B + A istillet for A + B:

N 4

Resultatet blir samma vektor.

A+B=B+A (Kommutativa lagen)




Exempel
En bil startar fran punkt O och kor 40 km mot st till punkt Q. Plotsligt svinger bilen
norrut och stannar efter 30 km vid punkt P. Hur stor &r bilens forflyttning? (forvixla ej
med korstricka). Ange ocksa riktningen 6.

y P
A = forflytningsvektorn mot 6st (O till N1 i
Q) med storleken 40 km

C
B = forflytningsvektorn mot norr (Q till B
P) med storleken 30 km 5
C =bilens forflyttningsvektor (O till P) 0 > >
A E

C=A+B.

Men hur stort ir beloppet av C? Ar det summan av beloppen av vektorerna A och B?
ArC=A +B =40+ 30 km?

Svaret dr nej.

Beloppet dr C = (A% + B2)1/2 = (1600 + 900)!/2 = 50 km och 6 = arctan(30/40) ~ 36,7°

Beloppet av summan av tva vektorer ir inte lika med summan av vektorernas belopp:

IA+BlI#A+B
Vektorsubtraktion
A ) B _
A -B
A + B
= A +(-B)
A-B=A+(-B)

Vad blir B - A?

A B
B\ - / — B\ + -/=
B+ (-A)

OBS!: vektorns riktning dndras.




Lat oss anta att bilisten i foregdende exempel kort vilse och ror sig pa ett sétt som
redovisas nedan.

v

Antag att vi kénner till storleken och riktningen pa alla forflyttningsvektorerna. Kan vi da
bestamma forflyttningsvektorn C?

Svaret dr ja, men det finns ett enklare sétt.

Enhetsvektorer
Betrakta vektorn A med beloppet A och riktningen 0 i ett x-y - system.

y A
Vi delar upp A i tva komponenter:

A, = AcosH
A, = Asinf

Asin6

A=

________ Beloppet av A dr

! T A =Acosb A=(A2+A2)R
x y

X

i o

Enhetsvektorerna i och j ir riktade lidngs x- resp. y-axeln. Bada vektorerna har beloppet
i=j=1.

A=A+ Ajmedstorleken A=1Ai+ Ajjl = (AZ+ A2
och riktningen 6 = arctan(Ay/AX)




3-dimensionella vektorer

Vi inf6r en tredje enhetsvektor k som pekar i z riktningen i Xyz-systemet.

v

Vektor A i 3 dimensioner ges av
A=Ajd+Aj+AKochhar beloppet A=(AZ+ A2+ A"
P4 samma siitt blir summan av tva vektorer A och B :

A+B=Ali+Aj+Ak+Bii+Bj+Bk= (A+B)i+(A+B)j+(A+B)k==Ri+
Rj+Rk=R

Skalarprodukten

Skaldrprodukten av vektorerna A och B definieras som

A-B = ABcos6

dér 0 dr vinkeln mellan vektorerna A och B. Skaldrprodukten &dr oberoende av
ordningsfoljden av vektorerna, dvs. AB-BA

fi=jj=kk=1

For skaldrprodukten av enhetsvektorerna géller foljande:
irj=jk=ik=0

Skaldrprodukten ér distributiv: | A-(B+C)=A-B + A-C

Skaldrprodukten av tva vektorer uttryckt med enhetsvektorer och komposanter ges av

AB=(Aji+Aj+AK-B,i+Bj+Bk=AB + AB +AB,

Skaldrprodukten av en vektor med sig sjilv: | A-A = A2

Slutligen dr skaldrprodukten av en vektor och en enhetsvektor

Ai=A Aj=A,Ak=A,




Vektorprodukten (Kryssprodukten)

AxB

__________________________________

Vektorprodukten av vektorerna A och B definieras som

A x B = ABsinOn

dér n dr enhetsvektorn ldngs normalen vinkelrdt mot planet som A och B spédnner
upp.

Vektorprodukten &r icke- kommutativ: |AxB=-B x A

Vektorprodukten &r distributiv :

AxB+C)=AxB+AxC

Vektorprodukten av enhetsvektorerna

Forst placerar vi en hogergédngad skruv pa ij - planet med spetsen pekande lings k.

Medsols Motsols

k1 k1

Qo o
Qo o

e ¥
e ¥

k ixj=k -k

Jxi=-k




Vi placerar skruven pa kj - planet med spetsen pekande ldngs i.

Medsols Motsols
k A k A
J J
i -i
> — <= —
1 1
jxk=i kxj=-i
Vi placerar skruven pa Ki - planet med spetsen pekande ldngs j.
Medsols Motsols
k A k A
i

7/

-j/
kxi=j

ixk=-j

e V




A och B ir parallella vektorer. A x B = ABsinfn = On eftersom 0 = 0°.

Resultatet fran vektorprodukterna av enhetsvektorerna sammanfattas nedan.

ixi=0 jxj=0 kxk=0
ixj=k jxi=-k jxk=i
Kxj=-i kxi=j ixk=-j

Vektorprodukten av tva vektorer uttryckt med enhetsvektorer och komponenter ges av:

C=AxB=(Aji+Aj+AKk) x(Bi+Bj+Bk) =(ABk-AB,j)+(-ABKk+
ABIH+(ABj-ABIH=(AB,-AB)i+(AB-AB)j+(AB-AB)k=Cii+Cj
+CKk

C,=AB,-AB,
Komponenterna for C: C,=AB,-AB,
C,=AB,—AB,

Forflyttning och hastighet

Om ett foremal ror sig ldngs en bana (endimensionell) sa kan man beskriva dess
forflyttning med hjilp av en funktion x(t), dir x dr foremalets position vid tiden t.
Lige (x)

A

X¢

> Tid (1)
t; t t;

Foremélet befinner sig i position x; vid tiden t; samt i position X, vid tiden t;.
Forflyttningen under tidsintervallet At = t; - t; dr AX = X, - X;.

Medelhastighet v, , = Ax/At

Den momentana hastigheten v(t), dvs. foremalets hastighet vid tidpunkten t ges av
uttrycket v(t) = lim(At—0) Ax/At som ir lika med derivatan av ldget for x med avseende
pa tiden t, dvs.

Momentanhastighet v(t) = dx/dt




Acceleration

Acceleration definieras som dndringen av hastigheten per tidsenhet.

Medelaccelerationen a,, dr dndringen av foremdlets hastighet Av = v, - v, under
tidsintervallet At = t;—t,.

1

Medelacceleration a,, = Av/At

Hastighet (v)

A

Ve

, Tid (t)

Foremalets acceleration vid en given tidpunkt, dvs. den momentana accelerationen a(t)
ges av: a(t) = lim(At—0)Av/At.
Alltsa derivatan av hastigheten v med avseende pa tiden t.

Momentanacceleration a(t) = dv/dt

Rorelseekvationer vid konstant acceleration

Vid konstant acceleration dr medelaccelerationen = momentanaccelerationen

v, dr hastigheten vid tiden t = 0.

v dr hastigheten vid tiden t. v

Definition: a = (v - vy)/(t- 0) ger | v=yv,+at

Forflyttningen Ax = X - X, = 2(v + vy)t ger

X =Xq + (v + vt

Ersitter vi v med v, +at fas: X =X, + Vot + Yat?

Slutligen genom att ersitta t med (v-v,)/a och lite omflyttning fas den fjirde och sista
rorelseekvationen:

vZ =v,? + 2a(x - X)




Fritt fall

I avsaknad av luftmotstand faller alla kroppar med samma hastighet
oberoende av vikt och form. Fritt fall 4r ett exempel pa likformig

acceleration, dir accelerationen dr tyngdaccelerationen g = 9,82 m/s?.




Foreldsning 2

Kinematik i flera dimensioner ( Kapitel 4)
*Newtons forsta lag

*2- och 3-dimensionell rorelse

*Projektilrorelse

eLikformig cirkuldr rorelse

*Troghetssystem

*Relativ hastighet

*Galileitransformationen

e[cke likformig cirkulér rorelse

Newtons forsta lag (Troghetslagen)

Ingen nettokraft

Newtons forsta lag:

Varje kropp forblir i vila eller rétlinjig likformig
rorelse om den inte genom inverkan av krafter
tvingas dndra sitt rorelsetillstdnd.

Trogheten hos en kropp dr dess formaga att gora
motstand mot fordndringar av dess rorelse.




2- och 3-dimensionell rorelse

Vi borjar med att definiera ldgesvektorn r:
r=xi+yj+zk
Forflyttningsvektorn Ar frén ldge r, till r, kan uttryckas pd foljande sitt:

Ar=r,-1, =Xi+y,j+2,K) - (X;i+y,J+2zK)=(x,—x)i+(y,- y)j +(z, -z )k = Axi
+ Ayj + Azk

Medelhastigheten v, under tidsintervallen At:
v,y = Ar/At = (Axi + Ayj + AzK)/At = (Ax/ADi + (Ay/At)j + (AzZ/ADK = v, i+ v, j + v, K
Momentanhastigheten v:

v =1lim(At —0) Ar/At=dr/dt=v,i+vj+ vk
Momentanaccelerationen a:

a=dvidt=ddt(vi+vj+vk =ai+aj+ak

Rorelseekvationer vid konstant acceleration

En dimension Tre dimensioner

V=V, +at V=V, +at (1)
X =X, +A(V + V)t r=r,+%(v+ vyt 2)
X =X, + Vyt + Ysat? r =T, + vyt + at? (3)
vZ =v,2 + 2a(X - X)) vZ=v, +2a(r-r,) 4)

Om vi delar upp den tredimensionella ekvationen (1) i de olika komponenterna far vi
foljande:

v=vy+at=vyi+vyj+vok+(ai+aj+akt=(vy +abi+ (v +abj+
+(vo, +a Dk =vi+vj+vk

V, = Vo, tadt,

Vy = Vo, tat

vV, =V, +at

Pa samma sitt kan man dela upp ekvationerna 2 - 4 i x-, y- och z- komponenter, vilket
gor att man kan behandla varje komponent separat.



Projektilrorelse

Vi har en kanon, riktad med en vinkel 0 relativt marken och som skjuter ivig en kula med
starthastighet v,,. Hur ska vi beridkna var kulan triffar marken?

- - - -

X

Tva av varandra oberoende rorelser (luftmotstandet forsummas).

Horisontell rorelse: v, dr konstant (ingen kraft pdverkar rorelsen i x - riktningen).
Vertikal rorelse: Kulan paverkas av gravitationen.

Likformig cirkular rorelse

Ett foremal ror sig med konstant fart i en cirkuldr bana. Hastighetsvektorn &r riktad
tangentiellt och dr darfor vinkelrdt mot cirkelradien. Om foremalet forflyttar sig fran liage

r, till lige r, med vinkeldndringen 0, sd méste hastighetsvektorerna v, och v, dndras med
samma vinkel.




Beloppenr, =1, samt v, = v,=v.

Av=v,-v,. \f)

Vi har tvé likformiga trianglar.

Ar/t = Av/v = Av = v-Ar/r

Momentanaccelerationen : a_= lim(At — 0) v/r-Ar/At = v/r- lim(At — 0)Ar/At = v?/r

a_kallas centripetalacceleration och betecknas a_och ir riktad mot banans centrum.

a =-vie/r

Troghetssystem (inertialsystem)

Fraga

Du sitter i en bil som aker med en konstant hastighet. Bilen bromsar kraftigt och ni aker
framat. Vad é&r det for kraft som paverkar dig?



I ett troghetssystem forblir en kropp i sitt tillstand (stillastaende eller med
konstant hastighet) om den inte utsétts for nagon kraft.

En kula placerad pa ett friktionsfritt underlag ror sig tillsammans med underlaget med en
konstant hastighet v. Om underlaget bromsar kraftigt kommer kulan att fortsétta som om
inget har hint. Observator A, som befinner pa underlaget, observerar att kulan accelererar
ivég relativt underlaget medan observator B som sitter stilla langre bort fran bada kulan
och underlaget observerar att kulan fortsétter att rora sig med konstant hastighet medan
underlagets hastighet minskar.

Observator B och kulan &r tva typiska troghetssystem medan underlaget &r ett accelererat
system dédr Newtons forsta lag inte giller och alltsa inte ett troghetssystem.

A'—>V A '_’V
— Yy — v’

Varje system som ror sig med en konstant hastighet relativt ett givet
troghetssystem &r ocksa ett troghetssystem.

Om accelerationen hos en partikel ar noll i ett troghetssystem, dr den ocksa noll i

alla andra troghetssystem.

Men finns det ett sddant system pa riktigt?



Relativ hastighet

Alla kroppars hastighet maste anges relativt ett referenssystem. Tva bilar A och B &ker
norrut med hastigheten 40 km/h resp. 50 km/h. Observatoren 1 referenssystemet A (bil A)
ser att bilen B aker norrut med en hastighet pd 10 km/h medan observatoren i
referenssystem B (bil B) uppfattar att A dker soderut med en hastighet pa 10 km/h.

N
y4 > y’u
X X’
40 km/h 50 km/h
oo oo =

- A-B

_B-A A
> B >

Galileitransformationen

En partikel P befinner har ldgesvektorn r relativt referenssystemet A. Partikelns ldge
relativt ett annat referenssystem B, som har den konstanta hastigheten u relativt A, drr”.

r =r -ut

YB

Ya

ut r

>
>

XA
Om nu P ror sig i forhéllande till A och B &r hastigheterna

dr’/dt = d/dt(r - ut) = vV =v-u Galileitransformationen



I bada systemen kommer partikeln att ha olika hastighet. A och B konstaterar ddremot att
hastigheten hos partikeln dr konstant. I fallet dér partikeln accelererar s far vi

a’ =dv’/dt =d/dt(v —u) = (u = konstant) = a

Observatorer i alla troghetssystem observerar samma acceleration hos en partikel.

Exempel

Om du sitter i en bil som aker med konstant hastighet och kastar upp en boll, s& kommer
bollen att hamna pa samma stille, medan en annan observatér som befinner sig utanfor
bilen kommer att se en parabelformad rorelse av bollen.

Q/l \\\
B — . onlemm

— >
X
b

VvV X

Bada observatorerna kommer att bestimma samma virde pa accelerationen ( i det hir
fallet tyngdaccelerationen), dock inte samma hastighet. Vi kan heller inte avgora vilket
av dessa tva system som dr fixt eller i rorelse.

Mekanikens lagar har samma form i alla troghetssystem.




Icke likformig cirkular rorelse

Allmént, om en partikel ror sig ldngs en bojd bana kan bade farten och riktningen édndras.

e
« \\\ : a_ = centripetalaccelerationen (beror
av riktningsidndring)
A a, = tangentialacceleration (beror av
hastighetsidndring)
6

N

Resulterande acceleration a =a_+ a,
a_dr alltid vinkelrédt mot a, vilket betyder att den resulterande accelerationen a = (a2 + a,%)'/

Om vi introducerar enhetsvektorn €, som pekar mot okande vinkel 0:

9= ar + at = -V2 er/r + (dV/dt)eG




Forelasning 3
Partikeldynamik I (Kapitel 5)

*Kraft och massa
*Newtons andra lag
*Tyngd

*Newtons tredje lag
*Skenbar tyngd

*Tillimpningar av Newtons lagar

Kraft och massa
Kraften F dr en fysikalisk storhet och beskrivs som en vektor
med beloppet F och riktningen 0.
F =Fi+ Fj =Fcosbi +Fsinbj

Man indelar krafter i tva olika typer:

Fcos6

1. Kontaktkrafter (friktion, tryck, dragkraft m.m.)
2. Avstandskrafter ( gravitationskraft, magnetisk kraft, elektrisk kraft m.m.)

Massan m &r en skaldr och &r ett matt pa en kropps formaga att
motstd dndringen av dess hastighet eller hastighetsriktning. En
kropps massa &r ett matt pa dess troghet.




Newtons andra lag
Ett foremal med massan m &r placerat pa ett friktionsfritt underlag.
Foremalet skjuts ivdg med hjilp av en ihoptryckt fjiader.

Beroende pa hur mycket fjadern trycks ihop (olika krafter), far vi olika accelerationer for
foremalet.

Accelerationen Okar nér fjaderkraften 6kar och omviént.

Fxa (i)
%
F1,2,3,...
-_— -_— a1,2,3,...

W —

Om vi gor samma experiment med en konstant fjaderkraft, men med olika massor, fas en
omvind proportionalitet mellan accelerationen a och massan m:

acx 1/m (i)

Fran sambanden (i) och (ii) fas sambandet a « F/m = F=kma dirk dren
proportionalitetskonstant.

I SI- enheterna ark=1.

Newtons andra lag:

Den resulterande kraften ZF som verkar pa en kropp ér direkt proportionell mot
kroppens massa m och mot kroppens acceleration a i kraftens riktning.

>F =ma




Tyngd
Tyngden W en vektor och &r ett matt pa gravitationskraftens paverkan.

Tva kroppar attraherar varandra dmsesidigt med en kraft F som dr direkt proportionell
mot deras massor m och M och omvint proportionell mot kvadraten pa avstandet r mellan
dem:

Allméiinna gravitationslagen: F= GmM/r2

G dr gravitationskonstanten = 6,67-10-1! Nm?%/kg?
Tyngden W av en kropp med massan m vid jordens yta:
W =GmM/R=mg
g=GM/R/?
och kallas for gravitationsfiltstyrkan.

Graviationfiltstyrkan kallas darfor ocksa for tyngdacceleration och ér lika med 9,82 m/s?.

Newtons tredje lag

Newtons tredje lag:

Nir en kropp A paverkar en kropp B med en kraft, verkar
B med en lika stor kraft pd A, men i motsatt riktning.

F,p=-Fga

AF

ob

bo

Om ett objekt placeras pd ett bord sa verkar objektet med en kraft F, / mot bordet. Bordet
1 sin tur verkar med en reaktionskraft F , mot objektet. F , har samma storlek som F |
men dr motsatt riktad. Denna kraft kallas dven for normalkraften N.



Skenbar tyngd

Ett foremal befinner sig pa en vag i en hiss.Vagen visar normalkraften som verkar pa
foremalet.

2ZF =ma
N -mg=ma

Ingen acceleration

Verklig tyngd Skenbar tyngd Skenbar tyngd

N =mg + ma N =mg - ma

N=mg A “a ﬁa

Il ——F—
Il ———

mg

Problemlosningsguide
Identifiera och rita ut alla krafter som verkar pa varje kropp separat.

1. Visa accelerationsriktningen. Vilj ldmpliga koordinatsystem for varje kropp,
accelerationen skall peka antingen ldngs x- eller y- koordinaten.

2. Rita ut koordinatsystemet utan kroppen och rita kraftvektorerna.

3. Mirk varje komponentvektor med dess storlek.

Z mgsin® -mgcos0



Foreldsning 4

Partikeldynamik II (Kapitel 6)
eFriktion
eCirkulér rorelse

eSatellitbanor

Friktion

Friktion dr en kontaktkraft som motverkar den relativa rorelsen mellan tva ytor.

En kloss som dras med kraften F pd ett underlag utsitts for en friktionskraft f som ar
riktad 1 motsatt riktning.

Man har funnit féljande egenskaper hos friktionskraften:
1. Friktionskraften dr proportionell mot normalkraften.
2. Friktionskraften dr oberoende av av kontaktytans area.

3. Friktionskraften dr (i fOrsta approximationen) oberoende av farten.



Det finns alltid oregelbundenheter i en yta. Den verkliga kontaktytan mellan tva kroppar
ar darfor endast en liten del av den totala ytan. Om klossen nedan placeras pa en yta pa
tva olika satt, kommer den totala ytan att minska, men topparna i fallet med liten yta
kommer att utsittas for en storre tryckkraft dn i fallet med stor yta. Storre tryckkraft
innebir storre kontaktyta och ddrmed 4r den totala kontaktytan lika { bada fallen.

— I Ve

Statisk och Kkinetisk friktion

Statisk friktion f: F 4r mindre 4n friktionskraften. Foremalet stér stilla.

Kinetisk friktion f,: F &r storre dn friktionskraften. Féremalet ror sig.

Overgangen mellan statisk friktion och kinetisk friktion sker vid den statiska

friktionskraften f

max’

som ges av
fmax = MSN
dér g dr den statiska friktionskoefficienten (dimensionslds) och N dr normalkraften

pa foremalet.

fS = fmax
f, ges av sambandet
f=uN

dér w,_dr den kinetiska friktionskoefficienten.



Exempel med statisk friktion

Om vi placerar en kloss pa ett lutande plan sa kan vi, om vi kidnner den statiska
friktionskoefficienten u , bestimma den maximala vinkeln planet kan ha innan klossen
borjar rora pa sig. Lat m vara klossens massa och 6 planets lutning.

Krafterna lings y-axeln bidrar inte till klossens rorelse. Vi har statisk jamvikt nér
summan av krafterna lings x-axeln &r lika med noll, dvs.

Nu, — mgsin6 =0
Insittning av N = mgcos ger umgcost — mgsind =0

umgcosd = mgsin® = sinB/cos® =u, = 6 =arctan(u,) 5

Exempel med Kinetisk friktion

Samma exempel som i det statiska fallet med skillnaden att klossen glider ner och har en

kinetisk friktionskoefficient w, . Ge ett uttryck for accelerationen som funktion av
lutningsvinkeln.

-mgcosO

Aven hir bidrar inte krafterna lings y-axeln till klossens acceleration. Frén Newtons
andra lag far vi for kraftkomponenterna i x-led:

mgsin6 - Ny, = mgsinf - w,mgcosd =ma = a=g(sinb - y cosh)



Cirkular rorelse

En sten med massan m ar fast i en trad med
lingden r.

Newtons andra lag: F = ma,

F = mv?/r

F kallas centripetalkraft och ir i det hir fallet spannkraften i tradden som tvingar
stenen att rora sig i en cirkulér bana.

Exempel: lada pa roterande skiva

===

Lédan halls kvar i en cirkulédr bana av den statiska friktionskraften f..

I det hir fallet 4r centripetalkraften = friktionskraften.



Exempel: lada pa roterande skiva med kant

==

1
) 2

En lada pa en friktionsfri roterande skiva med hog kant halls kvar av kantens normalkraft som
utgor centripetalkraften.

Slutsats

Centripetalkraften dr ingen ny form av kraft, utan en kraft som kan
ha olika former for att halla en kropp i en cirkuldr bana. Den kan
vara spannkraft, friktion, normalkraft m.m. eller en kombination av
dessa. Centripetalkraften dr alltid riktad mot centrum av
cirkelbanan.

Ett vanligt fel dr att man balanserar centripetalkraften med en motriktad kraft som man
kallar for centrifugalkraft. Detta &r fel. En sadan kraft finns inte. Den ér en sa kallad
fiktiv kraft.



Satellitbanor
Sétter vi (i) = (ii) fas

GmM/r?> = mv?/r .
Satellitens rotationshastighet blir

v = (GM/r)!2 En kropp med massan m roterar med en konstant hastighet v i en cirkuldr
bana med radien r kring en annan kropp med en avsevirt mycket storre massa M som kan
betraktas som fix.

Centripetalkraften F &r riktad mot M och ges av
F = mv?/r )
Centripetalkraften &r den inatriktade gravitationskraften

F = GMm/r2 (ii)

11

Omloppstiden &r
T=2nr/v (1)

Om vi ersitter v med (GM/r)!2 i (i) far vi foljande relation:

2mrr 21 \/73

T= = r
JGM JGM

Kvadrerar vi far vi

T2=g\/2[r3=1<r3

Detta dr Keplers tredje lag.



Forelasning 5

Arbete och energi (Kapitel 7)
*Arbete
*Kinetisk energi

*Arbete-energiteoremet

oEffekt

Skaldrprodukten

For skaldrprodukten av tva vektorer A och B giller

A-B = ABcos6

Skaldrprodukten av vektorerna A och B &r oberoende av ordningsfoljden av vektorerna:

A-B=B-A

iizjj=kk=1

For skaldrprodukten av enhetsvektorerna giller foljande:
iij=jk=ik=0

Skaldrprodukten ir distributiv: | A-(B+C)=A-B + A-C

Skaldrprodukten av tva vektorer uttryckt med enhetsvektorer och komponenter ges av

AB=(Aji+Aj+Ak)-Bi+Bj+Bk=AB + AB +AB,

Skaldarprodukten av en vektor med sig sjdlv: | A-A = A2

Slutligen skaldrprodukten av en vektor och en enhetsvektor ges av:

Ai=A Aj=A,Ak=A,




Arbete

Vi borjar forst med att definiera arbetet W 1 de fall vi har en konstant kraft.

Mekaniskt arbete: W =F-s

eller

W = FscosH

0 dr vinkeln mellan kraft- och forflyttningsvektorn. Observera att det dr endast
kraftkomponenten léangs forflyttningen som bidrar till arbetet. Enheten for arbete

ar joule, J.

\4

As = Axi + Ayj + Azk och F =Fi +Fj + Fk
Arbetet W uttryckt 1 komponentform:

W =FAx +FAy +F Az

Om flera krafter verkar pa en kropp giller

WnetzFl' Sl +F2 Sz+ ----Fn' SIl:Wl +W2+ +W

En stel kropp och endast translation:

=F

net — " net’

W S

F ., dr lika med summan av alla pd kroppen verkande krafter.



Arbete kan vara negativt. A pdverkar B med en kraft F
Enligt Newtons tredje lag svarar B med en motsatt reaktionskraft Fp, .
Wap = Fap's =-Fgus =-Wg,

A utrittar ett positivt arbete pa B och B utrittar lika stort negativt arbete pa A.

FBA

B ——

> S
AB _ >

En kloss ror sig pé ett underlag med kinetisk friktion f; .
Friktionskraften &r riktad 1 motsatt riktning mot forflyttningen.

W, =1 -sc0s180° = -f, -s

Arbetet W, utrittat av gravitationskraften dé ett foremdl forflyttas nerfor en backe.

s = Axi + Ayj

mg = -mgj
W, =-mgj - (Axi + Ayj) =-mgAy = -mg(y-y,) = mgh



Fran den hérledningen drar vi tva slutsatser:

Arbetet som utrittas av gravitationskraften beror endast av de
vertikala start- och slutkoordinaterna och ej av vigen.

Satter viy =y, fér vi W, =0, vilket leder till den andra slutsatsen:

Det av gravitationen utrittade arbetet &dr noll for
alla vigar som aterkommer till startpunkten.

Arbete utrittat av variabel kraft
Fjaderkraften F dr proportionell mot och motverkar fjaderns utdragning eller

komprimering. Fsp = -kx

dér k ar fjiderkonstanten samt x dr forflyttningen fran jaimviktsliget.

F a
WA —
— F, ‘
Xq=0 X )
Jamvikt Fsp =0 | S -

En utdragen fjader befinner sig i ldge x,. Arbetet W, ir arean mellan x; och x,:
WSp =F,(x,-x,) + %2(x,-X,)(F,-F,) (1)

Sitter vi F| = -kx,och F, = -kx, i (i) far vi:

W, = -ak(x,% - X,2)




Kinetisk Energi

En konstant kraft F verkar pa en partikel med massan m under forflyttningen Ax.

W = FAx (1)
Vi ersitter F i (i) med ma fran Newton andra lag.

W = maAx (i1)
Vi loser ut a ur v = v? +2a(Ax).

a=1(v? - v,2)/Ax
ainsatti (i) :
W =mv?2 —mvy?*/2 (iii)

Storheten K = mv?/2 kallas for kinetisk energi . Kinetisk energi dr en skalér och har
samma enhet som arbete, dvs. joule.

Ekvation (iii) kan skrivas: W...=AK

Sambandet kallas arbete-energiteoremet.

Arbete uttryckt som en integral

Om vi har en funktion som beror av variabeln x sd kan vi bestimma arean mellan x, och
X, genom att integrera denna funktion.

X

WAB = fF(X)dX

Arbetet som utréttas av en fjader blir w,, = stp(X Kx = f_ kxdx = —;k(xﬁ ~x2)

En alternativ hirledning till arbete-energiteoremet kan vi géra om vi haller i minnet att
accelerationen a = dv/dt, hastigheten v = dx/dt och F = ma.

mv’  mv,

2

W = X}Fdx = X}'madx =fm(:;[/ vdt = :fmvdv =



Arbete och energi i tre dimensioner

En partikel ror sig i en bana under inverkan av en varierande kraft F. Arbetet under
forflyttningen ds dr

dW =F-ds

Det totala arbetet som utrdttas om partikeln forflyttar sig fran lage A till 1age B &r

B B
W, = [F-ds= [Fcos6ds
A A

F =F,i+Fj+Fkoch ds == dxi + dyj +dzk s ¥

X yB ZB

W,p = fBFXdX+ [ B dy+ [ Edz
XA YA ZA
Effekt

Effekt P defineras som utréttat arbete per tidsenhet.

Medeleffekt P, definieras

P = AW/At

diar AW idr arbetet som utrittas under tidsintervallet At.
Enheten dr J/s = watt, W.
Momentana effekten &r P =dW/dt

Vi ersitter dW med F-ds, dvs. arbetet som utréttas av kraften F under en infinitesimal
forflyttning ds.

P=Fds/dt=F-v

Den allminna definitionen av effekt dr fordndringstakten av energi i ett system:

P =dE/dt




Foreldasning 6

Energiprincipen (Kapitel 8)
*Potentiell energi

*Konservativa krafter
*Energiprincipen

*Energi och icke-konservativa krafter

*Gravitationell potentiell energi

Potentiell energi
(a) En boll kastas vertikalt uppat.

Gravitationen utfor ett negativt arbete som leder till att bollens hastighet, dvs. kinetiska
energin minskar.

(b) Bollen atervinder och faller vertikalt nerat.

Gravitationen utfor ett positivt arbete som 6kar bollens hastighet, dvs. kinetiska energin
okar.

Men vad hidnder med den energi som “foérsvinner” fran bollens kinetiska energi? Och
varifran far man den energi som behovs for att ater ge bollen dess kinetiska energi nir
den faller tillbaka?

I det forsta fallet utfér gravitationen ett negativt arbete ddr den omvandlar bollens
kinetiska energi till en ny form av energi som beror pa bollens hojdldge. Den nya formen
av energi nar sitt maximala virde da bollen &r i sitt hogsta ldge (all kinetisk energi har
blivit omvandlad). Det dr den energin som gor att bollen aterigen kan falla och aterfa sin
kinetiska energi. Den typen av energi kallas for potentiell energi och betecknas U och
definieras:

Potentiell energi dr en form av energi som forknippas med
det relativa ldget mellan tva eller fler interaktiva partiklar.




Konservativa och dissipativa krafter

Béde gravitationskraftens och fjaderkraftens arbete beror endast av dndringen av start-
och slutpositionerna.

Krafterna kallas konservativa krafter.
Friktionskraftens arbete beror av vigen (den egentliga strickan vid forflyttningen).

Kraften dr en dissipativ kraft.

Det av en konservativ kraft utrédttade arbetet dr oberoende av vigen.

Det av gravitationen utrittade arbetet nédr en boll rullar utfér en backe beror endast av
skillnaden mellan bollens vertikala start- och slutlédgen.

W, = mgh W =

Fran den tidigare slutsatsen ser vi att om ett objekt av en konservativ kraft forflyttas fran
lige A till ldge B, sa bor det utrittade arbetet W ,; vara lika stort som arbetet Wy, frin B
till A, fast med dndrat tecken, dvs.

Wipg=-Wga = W+ Wp,=0

Detta leder till den andra slutsatsen:

For en sluten bana dr det av en konservativ kraft utrittade
arbetet lika med noll.




For en konservativ kraft F_kan vi definiera en potentiell energi.

Andringen i potentiell energi #r lika med det negativa virdet av det
utrédttade arbetet.

Detta giller generellt for konservativa krafter.

W, =-AU

C

For en infinitesimal forflyttning géller dW _=-dU = -F -ds.

B
Up;-U, =-(F. -ds
J

Potentiell energifunktion

Gravitationell potentiell energi

Vi antar att gravitationskraften dr konstant i nidrheten av jordytan. Gravitationskraftens
arbete for att flytta ett objekt med massa m fran startposition y, till slutposition y &dr

W, =-mg(y-y,) =-AU, =-(U-1U)

Viiljer vi Uy =0 fr y, = 0 (nollnivd) fér vi ett uttryck for U,

U, = mgy

Elastisk potentiell energi
Arbetet utrittat av fjaderkraften da en fjdader stricks fran lidge x,, till lage x dr
W, =-1%k(x% - xy?) = -AUg, =-(U - U)

Viljer vi x, = 0 som fjdderns jimviktsldge med potentiella energin U, = 0, sd blir
uttrycket for fjaderns potentiella energi U,

U, = 5k




Konservativa krafter och potentiella energifunktioner

Hur far vi kraften om vi har en kind potentiell energifunktion?

dU =-F_-ds
I en dimension giller: dU = -F dx
F, =-dU/dx

I tre dimensioner fas kraften F genom partiell derivering av potentiella energifunktionen:

F =-((8U/6x)i + (8U/dy)j + (8U/dz)Kk) = -VU (V = gradientvektor)

Energiprincipen
Nettoarbetet utrittat av en konservativ kraft ar
W... =W_=-AU = AK (arbete-energiteoremet)
AK +AU =0 (1)
Vi ersitter AK och AU 1 (i) med K, - K, och U, - U,.
K,+U, =K, +U, (i)

Summan av den kinetiska energin K och den potentiella energin U é&r alltid konstant dven
om U och K éndras.

U + K dr den mekaniska energin och betecknas E.

Fran relation (ii) far vi energiprincipen:

Energiprincipen dr endast tillimpbar i de fall dér inget
nettoarbete har utrittats av dissipativa krafter.




Mekanisk energi och icke - konservativa krafter

Vi har hittills utgatt fran att arbetet endast utrittats av konservativa krafter, men i det
verkliga livet maste man ta hinsyn till dissipativa krafter sdsom friktion och dragkraft.
Inkluderar man béde det konservativa, W och dissipativa W arbetet i arbete —energi-
teoremet far vi

W, .. =W, +W _ =AK (i)
Viersitter W_med —AU i (i).
W, . =AK+AU=K,-K,+U,-U,=E,-E, =AE (ii)

(ii) dr en modifierad version av energiprincipen dér arbetet fran de dissipativa krafterna
W, dr lika med éndringen AE av systemets totala mekaniska energi.

Gravitationell potentiell energi och flykthastighet

Pa langt avstand fran jorden ges gravitaitonskraften av Newtons allmédnna gravitationslag.
F. = -GmM/2

Kraften &r en sa kallad centralkraft riktad ldngs linjen som sammanbinder tva kroppar,
exempelvis jorden och en satellit.

Arbetet utrittat av gravitationskraften F, vid forflyttningen fran r, till ry dr

T T

B B
We = [Fdr= f-GmM$=@- GmM
r2 Ig A
A A

Den potentiella energifunktionen for gravitationskraften ar | U(r) = -GmM/r

Om M >>m iér kinetiska energin hos M forsumbar.
Den mekaniska energin dar E = K + U = mv2/2 - GmM/r.




Flykthastighet

Flykthastigheten v, dr den minsta hastighet som en kropp vid jordytan maste ha som
starthastighet for att kunna firdas odndligt 1angt bort fran jorden utan att dras tillbaka av
jordens gravitation.

Vid jordytan: E; = mv?/2 - GmM//R;
Vid flyktgriansen: E, = 0 (Ingen kinetisk eller potentiell energi)
Energiprincipen: E, =E,

mv3/2 — GmMijj =0

B 2GM;
Vesc = Tj

dér R; och M ér jordens radie resp. massa.




Forelasning 7
Rorelsemiangd (Kapitel 9.1-5)

*Rorelseméngd
e[agen om rorelsemédngdens bevarande
*Kollisioner

eImpuls

Rorelsemingd
Newtons andra lag kan skrivas (om massan dr konstant):
2F = ma = mdv/dt = d(mv)/dt.

Den resulterande kraften som verkar pa en partikel 4r lika med @ndringen per tidsenhet av
produkten mv.

mv kallas rorelseméngd och betecknas p.
Rorelsemingd ér en vektor med beloppet mv och med samma riktning som hastigheten.

SI-enheten for rorelsemingd dr kgm/s.

Newtons andra lag kan dérfor skrivas: 2F =dp/dt

Den resulterande kraften som verkar pa en partikel ar lika
med derivatan av dess rorelsemédngd med avseende pa tiden.




Rorelseméingdens bevarande

A och B ér tva partiklar som utgor ett isolerat system.
A paverkar B med kraften F,. Enligt Newtons tredje lag att kommer B att paverka A
med en kraft F;, med samma belopp men motsatt riktning.

Fap = -Fpa
Newtons andra lag: F .5 = dpg/dt (1)
Fy, =dp,/dt (ii)

Addera (i) och (i1):
dpg/dt +dp,/dt=F,z + Fg, =-F;, +F;, =0  (iii)

(i11) kan skrivas:
d/dt(p, + pg) =0

Summan av partiklarnas rorelseméngder kallas systemets totala rorelsemingd P och
ar konstant.

Lagen om rorelseméingdens bevarande:

Om vektorsumman av alla krafter i ett system &r lika med noll sa
ar systemets totala rorelsemédngd konstant.

Om partiklarna A och B paverkas av externa krafter F, , blir summan av alla krafterna
g = dP/dt F,;+Fz;,=0
F o+ F g =dP/dt

Fap+Fgpa+Foa+F

extB

Om summan av alla externa krafter dr skild fran noll dr den totala rorelsemingden ej
konstant och lagen om rorelsemédngdens bevarande giller inte.



Kollisioner
Man skiljer pa tva typer av kollisioner.
* Elastisk kollision: Totala rorelsemingden bevaras. Totala kinetiska energin bevaras.
* Inelastisk kollision: Totala rorelsemingden bevaras.

Tvé bollar A och B med massorna m, och my och hastigheterna u, och uy kolliderar med
varandra och far tva nya hastigheter v, och vg.

m,u, + Mgy = m,V, + mMgVg (1) (elastisk och inelastisk)
Yimuu,? + % mgug? =% m,v,2 + %2 mpvy? (ii) (elastisk)

Med hjilp av relationerna (i) och (ii) kan vi fa ett samband i fallet elastisk kollision.

(uB - uA) = '(VB - VA)

I endimensionell elastisk kollision 4r partiklarnas relativa hastighet
fore och efter kollisionen lika stor men motsatt riktad.

Impuls
En kraft F verkar under ett tidsintervall dt.
Newton andra lag:
F =dp/dt
Fdt=dp
Denna 4ndring av rorelsemédngden kallas for impuls och har beteckningen I.

Impuls dr en vektor med samma riktning som F. Den har enheten Ns eller kgm/s (samma
som for rorelsemédngd).

Den allminna formeln f6r impuls &r ¢

I= [Fdt
t

1

Kraftens variation med tiden under en kollision &r ofta mycket komplicerad. Dérfor &r det
mer lampligt att bestimma medelkraften F_, ur relationen

I=Ap=F, At




Forelasning 8
Flerpartikelsystem (Kapitel 10.1 - 4)

eMasscentrum
eMasscentrums rorelse

*Kinetisk energi

Masscentrum

Fram tills nu har vi behandlat alla vara objekt som punktpartiklar. I vissa fall dr det enkelt
att beskriva rorelsen hos ett objekt, exempelvis en boll, men for att beskriva rorelsen for
tex. en klubba &r det inte lika enkelt. I det hir fallet maste man behandla klubban som ett
flerpartikelsystem, dér varje del av klubban har ett annat rorelsemonster dn de andra
delarna. Det finns en speciell punkt 1 klubban vars rorelse kan beskrivas med de
rorelseekvationer vi kédnner till. Denna punkt kallas for masscentrum.

Masscentrum hos ett flerpartikelsystem dr den punkt dér hela systemets
massa dr koncentrerad och dér alla externa krafter verkar.




Tvé partiklar med massorna m; och m, har koordinaterna x, resp. X,. s, och s, ar
avstanden relativt masscentrum X, Fran jimviktsforhallandet

m,;s, = m,s, kan vi fi ett uttryck for xq,.
my (Xey — Xp) = My(X, X))
mXcy — MyXy = MHX, —MyX ey
Xey = (M X, + myX,)/(m; + m,)

Detta &r definitionen av masscentrum for ett tvapartikelsystem i en dimension. For ett
system med n partiklar och totala massa M har vi

1 i
X =— Y M. X
CM 1M
_ . _ M3
Masscentrum i tre dimensioner:
1o 1o S
Zeag =— SM.Z.
Xeng = m.X. = my. cM > mz;
CM Mlgl i YCM Mlgl lyl Mi=1
Ligesvektorn for masscentrum:

Fey = Xeml + Youd + ZewK

1 n
Yoy = — E m.r.
CM

M & H

Masscentrum hos fasta kroppar

Om vi vill berdkna masscentrum for en homogen kropp maste vi integrera 6ver kroppens
volym.

Tonm =$frdm

dm édr ett masselement i kroppen med ldgesvektorn r.

m maste uttryckas i variablerna x, y, z eller r.

Vi ska endast berdkna masscentrum for symmetriska
kroppar dér vi endast behover en integrationsvariabel.



Berikning av konens masscentrum

Vi vill bestimma masscentrum for en homogen kon. Vi kénner till konens hojd h, halva
toppvinkeln a och konens densitet p.

Vi borjar med att beridkna konens massa M. Fran figuren ser vi att radien y hos konen ges
av xtana.. Om vi betraktar en tunn skiva med tjockleken dx pa avstandet x fran konens
spets, sa kan vi fa dess massa dm:

dm = prx’tan’adx. Integrerar vi denna funktion frén x = O till x = h far vi konens massa
M:

y
h 31" 13
M=fpnx2tan2adx=pman2a[3 =pntan2a? Y
0 0
xtanocﬂ htana
Masscentrums ldge for y- och z-koordinaten &r g >
b o o . h X
lika med noll. Det dterstar bara att bestimma
masscentrums lédge x,, lings x-koordinaten.

dm = prx’tanadx

h 4 4
1 1 1 1 h 3h
XeM = —fxdm =—fpnx3 tan? audx = pntanza[x} = —pmtan® o —="—
M MJ M 4|, "™ 4 4

Berikning av masscentrum hos en bojd stang

Vi har en homogen stang som dr bojd till en halvcirkel med radien R. Stangen har en
linjar densitet A (massa/lingd) och vi vill bestimma dess masscentrum. Hir &dr det
lampligt att vi uttrycker masselementet dm som funktion av 0 (i radianer) och radien R.

A

Av symmetriskil dr Xy, =0, sd vi Y

behover endast bestimma
masscentrum langs y- axeln. y-
koordinaten ges av Rsin0 och
masselementet dm ges av ARdO.
Stangens massa M = ARn

Vi kan nu bestimma y,, genom
att integrera fran 6 = 0 till 6 = m. 0

T 27 2
1 1 AR AR 2R
=—[ydm =— [Rsin 6(ARdO) =——— [sin 6d6 = —cosOfy =
yeM Mfy M»{ ( ) M { M [ B T



Masscentrums rorelse

Vi borjar med att ge ett uttryck for masscentrums hastighet genom att derivera
masscentrums lige med avseende pa tiden.

dorgy) 1S dr) 198
M7 4t M; 't M; s

Den totala rorelsemédngden P kan dérfor skrivas:

n
1=1

Ur detta samband drar vi slutsatsen:

Den totala rorelseméngden hos ett flerpartikelsystem motsvarar
rorelsemingden hos en enda partikel med massan M = Zm, och hastigheten

VCM .

Vi kan uttrycka kraftekvationen F = ma genom att derivera masscentrums hastighet med
avseende pa tiden.

F = Md(v,,)/dt = Ma_,. (1)
F dr summan av alla externa krafter som paverkar systemet.

Masscentrum far samma acceleration som en punktmassa M som paverkas av summan av
partikelsystemets externa krafter.

Fext= MaCM

eller

F, = dP/dt

Andringen av den totala rorelsemiingden hos ett flerpartikelsystem 4r
lika med summan av alla externa krafter.

I ett isolerat system &r F_, = 0, s fran relation (i) ser vi att v, maste vara konstant.



Kinetisk energi

Légesvektorerna r;, r,, och r;,” anger ldget for partikeln m,, flerpartikelsystemets
masscentrum resp. partikel m;:s lige relativt masscentrum.

r=rey+1 (1)

Derivatan av r, med avseende pa tiden ger hastigheterna:

Vi=Vemy + V) (i1) .
Fran (ii) kan vi uttrycka kinetiska energin for m, som e
. T
K, = %Bmy2 = 1m(vey2 + V2 + 2V V) (iii) re o
Den totala kinetiska energin for alla partiklar dr r
1
K =3K, = BLEm)Vey2 + BE(mV,2) + Ve, Z(my,) - (iv) 0) ]

3(m,v,") i relation (iv) &r partiklarnas totala rérelseméngd relativt massentrum,
dvs. Mv,,” vilken dr noll och (iv) kan dérfor skrivas som

K =1%Em)vey” + %3(my,?) = K, + K,

Ky dr kinetiska energin hos masscentrum och K
energi relativt masscentrum.

-1 ar partiklarnas kinetiska

K= I<CM + Krel




Forelasning 9
Rotation hos fasta kroppar (Kapitel 11.1 -7)

*Rotationskinematik
*Troghetsmoment
*Kinetisk rotationsenergi
*Kraftmoment

*Newtons 2:a lag for rotationsrorelse

sArbete och effekt

Rotationskinematik
En cirkuldr skiva roterar kring sitt centrum O. En punkt A pa skivan med avstandet r
fran skivans centrum forflyttas till punkt B. Om forflyttningsvinkeln dr A® sa &r

forflyttningen
As =1A0.

Forflyttningen sker under tidsintervallet At.
Medelvinkelhastighet:
o,, = AO/At ( rad/s)
Momentan vinkelhastighet:
o = do/dt (1)
v = ds/dt = d/dt(rd®) =rd6/dt= rw

Om f dr rotationsfrekvensen dr o = 2mf

Medelvinkelaccelerationen o, ,och momentana vinkelaccelerationen o ges av

a,, = Aw/At resp. o=dw/dt (rad/s?) (ii)




Fran relationerna (i) och (ii) kan man pa samma sétt som tidigare hirleda rorelse-
ekvationerna i rotationskinematiken.

Translation Rotation

V=V, +at O =0, + ot (1)
X =X, + Y2(vy + V)t 0=0,+ %0, + o)t (2)
X=X, + Vot + Yat? 0=0,+ ot +Lat? (3)
v2 = v,2 + 2a(x-X,) ©? = > + 20(0-0,) “4)

Vinkelhastigheten &dr en vektorstorhet vars riktning pekar lings rotationsaxeln.

Centripetalaccelerationen a, uttryckt i vinkelhastigheten w:
a, = Vvr=(v=or) = 0’r’r=o’r

Om cirkelrorelsen inte &r likformig (dvs. v ej dr konstant) s& har vi en tangentiell
acceleration som ir vinkelrit mot den radiella accelerationen. Den tangentiella
accelerationen ir tidsderivatan av hastigheten.

a,=dv/dt = (v = or) = rdw/dt = ar
Den totala accelerationen kan da skrivas: a = a, + a, med beloppet

a=(a’+a?”

at




Rullning

Ett hjul har radien R och rullar utan att glida. Om hjulet gor ett helt varv pa tiden T &r
centrumhastigheten

v, =2nR/T = 2nfR = wR = v,

v, dr den tangentiella hastigheten hos en punkt
pa hjulets periferi relativt hjulets centrum.

Den totala hastigheten v for en punkt pa periferin dr
V=V, +V,

Hastigheten for en punkt pa hjulets topp édr 2wR eftersom v, och v_ har samma riktning.
v=2mwR

I kontaktpunkten med marken dr v, motriktad v, vilken leder till att
v dr lika med noll. Den punkten kan dérfor ses som en momentan
rotationsaxel kring vilken hjulet roterar.

Kinetisk energi och troghetsmoment
En fast kropp roterar kring en fix axel. Kinetiska energin hos varje punkt i kroppen dr
K, =%m,v;?

Vv, = or; ger
K, = Yam,w’r;?

Den totala energin K for hela kroppen dr /‘ \
N |

K =Z2K, = LEmr?)w? = Llo?
dir I = ¥m;r;?

I kallas kroppens troghetsmoment (enhet = kgm?) relativt en fix U
rotationsaxel. Troghetsmomentet beror av hur kroppens massa &r g -

fordelad i forhallande till axeln. \\//

En kropps troghetsmoment dr ett matt pa dess rotations-
troghet, dvs. dess formaga att motsta rotationsrorelse.




En kropp med massan M roterar kring en axel O med vinkelhastigheten ®. Avstandet fran
axeln till kroppens masscentrum ér h.

m, har samma vinkelhastighet kring masscentrum som kroppens vinkelhastighet. Den
relativa kinetiska energin relativt CM ir

K, =%o’Zmr? = 41,07
Den totala kinetiska energin ir

K=Ky + K, = 1eMvy? + 21,0 (D)
Ersiitter vi v, med wh blir (i)

K = $02(Mh2 + Ioy,) = Wlw?, dir | I = Mh2 + Iy

I =Mh 2+ I, kallas parallellaxelteoremet och relaterar troghetsmomentet kring en
godtycklig axel till troghetsmomentet kring en axel genom masscentrum.

Energiprincipen giller dven for roterande kroppar.

En skiva med radien R och massan M ir placerad pa hojden H pa ett lutande plan.

Totala energin innan skivan borjar rulla dr enbart potentiell energi: U = MgH
Nir skivan nar botten sa har hela dess potentiella energi omvandlats till kinetisk energi.
K =1%Mvq,2 + Valyw?

Energiprincipen: U = K. Iy ="%MR? och v = R om skivan ej glider.

2
MgH = }Mv(y, « {MR®“O0SMvE, = vy - 4g3H
R




Kraftmoment
I translation &r kraften F den storhet som péaverkar rorelsen.

Motsvarande storhet i rotationsdynamiken kallas kraftmoment eller vridmoment och
definieras:

T = Frsin0 @)

F dr kraften som verkar pa avstandet r fran origo och 6 4r minsta vinkeln mellan F och r.

F = Fsinb

Fran figuren ser vi att
kraftmomentet (i) ocksa kan
skrivas som

T=Fr, O

eller

T=Fr r,=r1sin0
Fr, =Fr
r, kallas for momentarmen. ol
I+
N2

En skiva roterar kring en axel genom dess centrum. Kraften F, som paverkar en partikel

m, pa avstandet r, frin rotationscentrum kan delas upp i tre komponenter.

F,. (komponenten riktad lings skivans radie).

F,, (komponenten vinkelritt mot skivan parallell med rotationsaxeln)

F,, (komponenten riktad tangentiellt mot m;:s cirkulédra bana).

Den kraft som paverkar skivans rorelse édr den tangentiella kraften.
F, = may, (M) 4

a, = 1;0. déir o d@r vinkelaccelerationen.

(1) kan darfor skrivas som
F, = mja, = myra

_ — 2
T, =r,F, = mr’a

Totala kraftmomentet 4r T = 3t = (Zmr>)a

T=1la (ii)

Ekvationen (ii) géller endast i de fall dér rotationsaxeln
har fixerad riktning och ldge eller gar genom
masscentrum och har fixerad riktning.

v




Arbete och effekt

Definitionen av arbete W:
W =Fs dir s dr forflyttningen och F ér kraften i forflyttningens riktning.

For rotationsrorelse ér ds = rd0 och F, dr den tangentiella komponenten av den verkande
kraften. Arbetet blir:

dW = Frd0 = td0
Effekten P definieras som tidsderivatan av arbetet:

P =dW/dt = td0/dt

P=tw

vilket dr analogt med P = Fv for translationsrorelse.
Arbete-energiteoremet for rotationsrorelse:

W = Llw? - Y2lo,?
Motsvarande teorem for translationsrorelse dr

W =lomv? - amv 2
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Rorelsemiangdsmoment och gravitation

(Kapitel 12.1 - 6 och kapitel 13)

*Kraftmoment som vektor
*Rorelsemingdsmoment
*Rotationsdynamik
*Rorelsemingdsmomentets bevarande
eStatisk jaimvikt

eGravitation

Kraftmoment som vektor

Den allménna definitionen av kraftmoment dr en vektorstorhet som ges av
vektorprodukten av ldgesvektorn r och kraftvektorn F:

T=r x F =rFsinOn

n dr enhetsvektorn for normalen vinkelrdt mot planet som spinns upp av r och F och
vars riktning bestdms av hogerhandsregeln.




Rorelsemidngdsmoment

I rotationsrorelse kallas den storhet som motsvarar rorelseméngd 1 translationsrorelse for
rorelsemingdsmoment och definieras:

I=rxp

p dr rorelseméngden for en partikel med ldgesvektorn r relativt origo O.

Beloppet av rorelseméngdsmomentet &r
[ = rpsin®
eller
[=1,p

dér r| & momentarmen. SI- enheten for rorelsemidngdsmoment dr kgm?/s.

Rorelsemingdsmoment behdver inte nddviandigtvis innebéra en rotation.

En partikel befinner sig i A med ligesvektorn r,. Partikeln forflyttar sig 1 en rak linje med
konstant fart till 1ige B med ldgesvektorn ry.

[, =1,psin0,
Iy = rgpsinfy
rgsinf; =r,8in6, =1, dvs.

ly,=Ilg=r1p

Eftetrsom momentarmen r, och rérelseméngden p ér
konstant blir dven rérelsemédngdsmomentet / konstant.




Rorelsemiangdsmoment i cirkulér rorelse
En partikel ror sig med konstant fart i en cirkulér bana med radien R.
[ = pRsin90° = mvR = (v = wR) = mR?w (A)

Vi viljer en annan referenspunkt utanfor cirkelbanans mitt. Rorelsemdngdsmomentet &r
inte langre vinkelritt mot cirkelns plan, men dess z- komponent /, dr ddremot vinkelrét
mot cirkelns plan och &r lika stor som rorelsemiangdsmomentet da referensspunkten var
cirkelns centrum.

w

w oy (B)
’ N>
R P p

[ = rpsin90°=rp (B)
[, = IsinB = rpsinf = pR = mvR = (v = wR) = mR?’w

Rorelsemingdsmoment for flerpartikelsystem
For ett flerpartikelsystem ges det totala rérelsemédngdsmomentet L av
L=2L=2rxp,
vi betraktar z-komponenten avr rorelsemédngdsmomentet.

L,=2l,=3omR?

L =Io

Y4

Detta dr rorelsemidngdsmomentet for en fast kropp som roterar kring en fix axel.
Observera att L, dr en skalér och ej en vektor.



Rotationsdynamik

Vi deriverar rorelsemdangdmomentet med avseende pa tiden.
di/dt=d/dt (r xp)=dr/dtxp+rxdp/dt=vxmv+rxF=r<

Newton andra lag for rotationsrorelse:

T =dl/dt

Tidsderivatan av en partikels rorelsemdngdsmoment &r lika
med kraftmomentet som verkar pa den.

I ett flerpartikelsystem &r det endast de externa kraftmomenten T, , som paverkar rorelsen.
De interna kraftmomenten tar ut varandra (Newtons 3:e lag).

T, = dL/dt

dér L dr 2L och t,,, dr Xt,. For en fast kropp som roterar kring en fix axel ir L = lw.

T =dL/dt =Idw/dt

7=l

Rorelsemingdsmomentets bevarande

Analogt med lagen om rorelseméngdens bevarande kan vi formulera lagen om
rorelsemidngdsmomentets bevarande:

Om det resulterande externa kraftmomentet som verkar pa ett system dr
lika med noll sa maste systemets totala rorelsemangdsmoment vara
konstant till bade storlek och riktning.

T, = dL/dt ger att om t_,, = 0 sd méste L vara konstant..

Lo, =Lo,




Statisk jaimvikt

Villkoret for jamvikt vid translation &r att summan av alla krafter dr lika med noll. Detta
villkor ar tillrackligt for att uppna antingen statisk jamvikt (stillastaende foremal), eller
dynamisk jimvikt (konstant hastighet). Detta villkor &r inte tillrdckligt for att uppna
rotationsjamvikt. Bilden nedan illustrerar varfor jamvikt ej kan uppnas dven om
nettokraften dr lika med noll.

Ej jamvikt Jamvikt
F
-F F
-F
Villkoret for bade translationsjamvikt och rotationsjamvikt: 2F =0
2t=0
Gravitation
[ )
2 i"\‘ — * m;
21 Flz F13 i"31
\‘/
ml \ F14

N‘m
[ ]
m,

F =F,+F;+F,

Superpositionsprincipen:

Nettokraften som verkar pd massan m, dr vektorsumman av alla parvisa
krafter.




Keplers lagar

Keplers forsta lag:

Planetbanorna &r ellipser med stjdrnan i den ena 7t
brannpunkten.

Keplers andra lag:

Om tidsintervallet mellan a och b ar
lika med tidsintervallet mellan ¢ och d
sa dr arean scd lika med arean sab.

Keplers tredje lag:

T2 = k13

dar T = omloppstiden, r = avstandet mellan planeten och den himlakropp den roterar runt
och x &r en konstant som beror pa himlakroppens egenskaper och ér lika med 472/ GM.

Bevis av Keplers andra lag

En planet cirklar runt en stjarna. Gravitationskraften som verkar pa planeten ir riktad
langs sammanbindningslinjen mellan stjirnan och planeten. Detta innebér att
kraftmomentet som verkar pa planeten &r lika med noll, dvs. rorelsemangdsmomentet &r
konstant.

Vi borjar med att bestimma arean som linjen mellan stjirnan och planeten sveper under
tiden At. Om planeten forflyttar sig under tiden At sé far vi en triangel vars area &r

AA = 1ArvAtsinO

vsinO

Areahastigheten ar
AA/At = Yarvsin®

rvsin® dr beloppet av vektorprodukten r x v, som
med hjilp av formeln for rorelsemédngdsmoment
(L =r x mv ) kan skrivas som L/m. Relationen
kan dérfor skrivas

AA/At =2L/m

Eftersom L dr konstant sa maste dven
areahastigheten vara det.



Energin i elliptisk rorelse

Bade den mekaniska energin och rorelsemdngdsmomentet i en planetbana &r bevarade.
Rorelsemidngdsmomenten for planeten i perihelion (kortaste avstand till stjarnan) och
aphelion (ldngsta avstand fran stjiarnan) dr lika stora.

IV, =1V, (1)

Den totala energin for dessa tva lagen dr

E, =%mv? - GmM/r, (ii.a) E = 1/zmvp2 - GmM/r, (ii.b)

E =E, ger: g ) Va
(v,2-v,2) = 2GM(I/r, - 1/r,) (i) DL 3 £ »
Med hjilp av (1) och (iii) samt 2a =1, + Iy fas: Vo 2a

V2= (GM/a)(r/r,) (iv.a); sz = (GM/a)(r/r)) (iv.b)

Sétter vi (iv.a) i (ii.a) far vi energin E ;:
E = 1/2m(GM/a)(rp/ra) — GmM/r, = (GmM/2a)((rp —2a)fr)=QRQa=r,+ rp)= -GmM/2a
Pa motsvarande sitt fas E;

E, =-GmM/2a

E =-GmM/2a
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Svangningsrorelse (Kapitel 15.1 - 4)
*Svéngningsrorelse

eHarmonisk svingning

*Fjidder-massasystem

*Energi 1 harmonisk rorelse

ePendlar

Oscillerande rorelse

Om en partikel upprepar sitt rorelsemonster sa kallas dess rorelse for periodisk. Om
rorelsen innebdr en fram och tillbakagéng ldngs en given bana med tva viandpunkter sa dr
den oscillerande. En pendel och en kloss upphingd i en fjdder &r tva typiska system som
utfor oscillerande rorelse.

Oscillerande rorelse ér en periodisk fluktuation av en
fysikaliska storhet kring ett centrum- eller jamviktsldge.

En pendel har en periodisk
En partikel i en cirkulir bana med oscillerande rorelse.

konstant w har en periodisk rorelse.




Enkel harmonisk oscillator

En tyngd dr upphéngd i en fjider. Om tyngden siitts i vertikal svingning kan vi illustrera
dess rorelse kring jimviktsldget enligt figuren nedan.

NSO\

.

Tyngdens lidge x relativt jimviktsldget ges av
x(t) = Asinmt
dér A dr amplituden (vindpunkten) och w &r vinkelfrekvensen.

o =2nf=2n/T

Relationen x(t) = Asinwt utgar fran att rorelsen startar fran ldget x = 0 vid tiden t = 0.

En mer allmén definition av en harmonisk oscillator ar

x(t) = Asin(wt + ¢)

Argumentet (ot + ¢) kallas for fasen medan ¢ kallas for faskonstanten.

¢ x(t) = Asinwt

x(t) = Asin(wt + ¢)

wt




Egenskaper hos harmonisk svingning
1. Amplituden &r konstant (sviingningen 4r enkel).

2. Frekvensen och perioden dr oberoende av amplituden. Stora svingningar har samma
period som sma sviangningar (isokronisk).

3. Storhetens tidsberoende fluktuation kan beskrivas av en sinusfunktion med en enda
frekvens (svidngningen dr harmonisk.)

Hastighet och acceleration i harmonisk svingning

A

Hastigheten: dx/dt = wAcos(wt + §) X1

Accelerationen: d2x/dt? = -w?Asin(wt + ¢)

Jamfor vi accelerationen med x = Asin(wt + ¢) far vi

d2x/de2 = -k (i)

eller dZx/dt2 + w*x =0

Denna differentialekvation kan tillimpas pa all harmonisk
svingning och har 16sningen

x = Asin(wt + ¢)

Foljande villkor maste uppfyllas vid harmonisk
svingningsrorelse:

* Det maste finnas ett stabilt jaimviktsldge.

* Ingen friktion.

* Fran relation (i): Accelerationen maste vara proportionell

mot forflyttningen och motsatt riktad, dvs. a = -w?x .




Fjader - massasystemet
En fjader &r fést vid en vigg i ena dnden och i en kloss i den andra @nden.
Kraften som paverkar klossen dr
F,=-kx =ma
F=ma ger a=-(k/m)x
Vi har nu alla villkor uppfyllda f6r en harmonisk svingning.
Fran relationen a = - w?x fés
o = (k/m)*

Detta ger perioden T for den svingningen.

T = 2n/w = 2m(m/k)*

3

Energi i harmonisk svingningsrorelse

Fjiaderkraften dr konservativ, vilket betyder att energin (om ingen friktion finns) i
systemet dr bevarad. Den potentiella energin uttryckt i liget x = Asin(wt + ¢):

U = 1Akx? = AkA%sin?(wt + ¢)
Den kinetiska energin kan pa motsvarande sitt uttryckas i hastigheten v = wAcos(wt + ¢):
K =Ymv2 = bmw?AZcos?(wt + §)
Den totala energin E &r
E =K + U = xmw?A2cos?(mt + ¢) + Y2kAZsin?(wt + ¢) = (w? = k/m) = AkA?

Den totala energin hos en harmonisk oscillator dr alltsa konstant och dr proportionell mot
kvadraten av amplituden.




Pendlar
Matematisk pendel

En matematisk pendel bestar av en punktformig tyngd upphéngd i en trad.

Newtons andra lag ger
-mgsin® = m d?s/dt?
Forflyttningsstrickan s kan skrivas som s = /0.
-gsinO = [ d26/dt?
d?6/dt? + gsinb/l =0
For smé vinklar 6 &r sinf = 6.
d?6/dt? +(g/1)6 = 0, som ger

o = (g/l)* och perioden

T = 2m(l/g)*

Losningen till differentialekvationen ges av
0 = B sin(wt +¢)

ddr 0, dr vinkelamplituden.

0\ !/

s
mgsin® 10
‘ \

mg

Fysisk pendel

En kropp som roterar fritt kring en axel som ej gar genom dess masscentrum kallas fysisk

pendel.
Newtons kraftekvation for ett sadant system &r
-mgdsin® =t = Io = 1d?0/dt?
Differentialekvationen (sin = 0 for sma 0) &r
d?6/dt?> + (mgd/1)6 =0

dédr w = (mgd/T)*” och perioden

T = 2n(I/mgd)*




Torsionspendel

Om ett kropp upphéngd i en trad vrids vinkeln 6 kommer tradden att utsittas for ett
kraftmoment. Anordningen kallas for torsionspendel.

Kraftmomentet
T = -x0 dér k dr torsionskonstanten.

Nir kroppen sldpps sa kommer den att utfora en roterande svingningsrorelse.
Kraftekvationen ges av

T =-k0 = lo = 1d?0/dt?
Differentialekvationen blir
d?6/dt? + (x/1)6 =0
o = (k/)*

=5




